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STATUTS 

Article 1*'. — II est constitué à Bruxelles une association qui 
prend le nom de Société scientifique de Bruxelles, avec la devise : 
« Nulla unquam inter fidem et rationem vera dissensio esse 
potest (•). » 

Art. 2. — Cette association se propose de favoriser, confor- 
mément à Tesprit de sa devise, l'avancement et la diffusion des 
sciences. 

Art. 3. — Elle publiera annuellement le compte rendu de 
ses réunions, les travaux présentés par ses membres, et des rap- 
ports sommaires sur les progrès accomplis dans chaque branche. 

Elle tâchera de rendre possible la publication d'une revue des- 
tinée à la vulgarisation (^). 

Art. 4. — Elle se compose d'un nombre illimité de membres, 
et fait appel à tous ceux qui reconnaissent l'importance d'une 
culture scientifique sérieuse pour le bien de la société. 



(<) Consu de Fid. cath. G. IV. 

{*) Depais le mois de janvier i877, cette re?ae parait, par livraisons trimestrielles, sous 
le titre de Revue des questions scientifiques. Elle forme chaque année deux volumes in-8<> 
de 700 pages. Prix de l'abonnement : SO francs par an pour tous les pays de l'Union pos- 
tale. Les membres de la Société scientifique ont droit à une réduction de 28 pour cent. 

XI. a 



Art. 5. — Elle est dirigée par un Conseil de vingt membres, 
élus annuellement dans son sein. Le Président, les Vice-Prési- 
dents, le Secrétaire et le Trésorier font partie de ce Conseil. 
Parmi les membres du Bureau, le Secrétaire et le Trésorier sont 
seuls rééligibles. 

Art. 6. — Pour être admis dans Tassociation, il faut être 
présenté par deux membres. La demande, signée par ceux-ci, est 
adressée au Président, qui la soumet au Conseil. L'admission 
n*est prononcée qu*à la majorité des deux tiers des voix. 

L'exclusion d'un membre ne pourra être prononcée que pour 
des motifs grave» et à la majorité des deux tiers des membres du 
Conseil. 

Art. 7. — Les membres qui souscrivent, à une époque quel- 
conque, une ou plusieurs parts du capital social, sont membres 
fondateurs. Ces parts sont de 500 francs. Les membres ordinaires 
versent une cotisation annuelle de 15 francs, qui peut toujours être 
rachetée par une somme de 1 50 francs, versée une fois pour toutes. 

Le Conseil peut nommer des membres honoraires parmi les 
savants étrangers à la Belgique. 

Les noms des membres fondateurs figurent en tète des listes 
par ordre d'inscription, et ces membres reçoivent autant d'exem- 
plaires des publications annuelles qu'ils ont souscrit de parts du 
capital social. Les membres ordinaires et les membres honoraires 
reçoivent un exemplaire de ces publications. 

Tous les membres ont le même droit de vote dans les Assem- 
blées générales! 

Art. 8. — Chaque année, il y a trois sessions. La principale 
se tiendra dans la quinzaine qui suit la fête de Pâques, et pourra 
durer quatre jours. Le public y sera admis sur la présentation 
de cartes. On y lit les rapports annuels, et l'on y nomme le 
Bureau et le Conseil pour l'année suivante. 

Les deux autres sessions se tiendront en octobre et en janvier. 

Elles pourront durer deux jours, et auront pour objet princi- 
pal de préparer la session de Pâques. 
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Art. 9. — Lorsqu'une résolution , prise dans TAssemblée 
générale y n'aura pas été délibérée en présence du tiers des 
membres de la Société, le Conseil aura la faculté d'ajourner la 
décision jusqu'à la prochaine session de Pâques. La décision sera 
alors définitive, quel que soit le nombre des membres présents. 

Art. 10. — La Société ne permettra jamais qu'il se produise 
dans son sein aucune attaque, même courtoise, à la religion 
catholique, ou à la philosophie spiritualiste et religieuse. 

Art. 11. — Dans les sessions, la Société se répartit en cinq 
sections : L Sciences mathématiques y IL Sciences physiques y 
IlL Sciences naturelks^ IV. Sciences médicales, V. Sciences éco- 
nomiques. 

Tout membre de l'association choisit chaque année la section 
à laquelle il désire appartenir. Il a le droit de prendre part aux 
travaux des autres sections avec voix consultative. 

Art. 12. — La session comprend des séances générales et les 
séances de section. 

Art. 13. — Le Conseil représente l'association. Il a tout pou- 
voir pour gérer et administrer les affaires sociales. Il place en 
rentes sur l'État ou en valeurs garanties par l'État les fonds qui 
constituent le capital social. 

11 fait tous les règlements d'ordre intérieur que peut nécessiter 
l'exécution des statuts, sauf le droit de contrôle de l'Assemblée 
générale. 

Il délibère, sauf les cas prévus à l'article 6, à la majorité des 
membres présents. Néanmoins, aucune résolution ne sera valable 
qu'autant qu'elle aura été délibérée en présence du tiers au moins 
des membres du Conseil dûment convoqué. 

Art. 14. — Tous les actes, reçus et décharges sont signés 
par le Trésorier et un membre du Conseil, délégué à cet effet. 

Art. 15. — Le Conseil dresse annuellement le budget des 
dépenses de l'association et présente dans la session de Pâques le 
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compte détaillé des recettes et dépenses de l'exercice écoulé. 
L'approbation de ces comptes, après examen de rAssemblée, lui 
donne décharge. 

Art. 16. — Les statuts ne pourront être modifiés ({ue sur la 
proposition du Conseil, à la majorité des deux tiers des membres 
votants, et dans l'Assemblée générale de la session de Pâques. 

Les modifications ne pourront être soumises au vote qu'après 
avoir été proposées dans une des sessions précédentes. Elles 
devront figurera l'ordre du jour dans les convocations adressées 
à tous les membres de la Société. 

Art. 17. — La devise et l'article 10 ne pourront jamais être 
modifiés. 

En cas de dissolution, l'Assemblée générale, convoquée extra- 
ordinairement, statuera sur la destination des biens appartenant 
à l'association. Cette destination devra être conforme au but 
indiqué dans l'article 2. 



REGLEMENT 



AKRÊTÉ PAR LE CONSEIL POUR L'ENCOURAGEMENT DES RECHERCHES SCIENTIFIQUES. 



1. — Le Conseil de la Société scientifique de Bruxelles a 
résolu d'instituer des concours et d'accorder des subsides pour 
encourager les recherches scientifiques. 

% — A cet objet seront consacrés : 

l"" Le revenu du bénéfice acquis à la Société jusqu'à la ses- 
sion de Pâques 1879; 

2^ La moitié du bénéfice acquis pendant Texercicequi précède 
l'exercice courant. 

3. — Chaque année, l'une des sections désignera une question 
à mettre au concours. L'ordre dans lequel les sections feront cette 
désignation sera déterminé par le sort. Toute question, pour être 
posée, devra être approuvée par le Conseil, qui donnera aux 
questions la publicité convenable. 

4. — Les questions auxquelles il n'aura pas été répondu 
d'une manière satisfaisante resteront au concoufs. Le Conseil 
pourra cependant inviter les sections compétentes à les rempla- 
cer par d'autres. 

5. — Aucun prix ne pourra être inférieur à 500 francs. Une 
médaille sera en outre remise à l'auteur du mémoire couronné. 

6. — Ces concours ne seront ouverts qu'aux membres de la 
Société. 
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7. — Ne sont admis que les ouvrages et les planches manu- 
scrits. 

8. — Le choix de la langue dans laquelle seront rédigés les 
mémoires est libre. Us seront, s'il y a lieu, traduits aux frais de 
la Société; la publication n'aura lieu qu'en français. 

9. — Les auteurs ne mettront pas leur nom à ces mémoires, 
mais seulement une devise qu'ils répéteront dans un billet 
cacheté renfermant leur nom et leur adresse. 

10. — Les jurys des concours seront composés de trois mem- 
bres présentés par la section conipétente et nommés par le Con- 
seil. 

11. — Les prix seront décernés par le Conseil sur le rapport 
des jurys. 

13. — Toute décision du Conseil ou des sections relative aux 
prix sera prise au scrutin secret et à la majorité absolue des suf- 
frages. 

« 

13. — La Société n'a Tobligation de publieraucun travail cou- 
ronné; les manuscrits de tous les travaux présentés au concours 
restent la propriété de la Société. En cas de publication, cent 
exemplaires seront remis gratuitement aux auteurs. 

14. — Les résultats des concours seront proclamés et les 
médailles remises dans l'une des assemblées générales de la ses- 
sion de Pâques. Les rapports des jurys devront être remis au 
Conseil six semaines avant cette session. Le 1*' octobre de Fan- 
née précédente est la date de rigueur pour l'envoi des mémoires 
au secrétariat. 

1 5. — Pour être admis à demander un subside, il faut être 
membre de la Société depuis un an au moins. 
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16. — Le membre qui demandera un subside devra faire con- 
naître par écrit le but précis de ses travaux, au moins d'une 
manière générale; il sera tenu, dans les six mois de Tailocation 
du subside,de présenter au Conseil un rapport écrit sur les résul- 
tats de ses recherches, quel qu'en ait été le succès. 

17. — Le Conseil, après avoir pris connaissance des diverses 
demandes de subsides, à Teffet d'en apprécier l'importance rela- 
tive, statuera au scrutin secret; 

18. — Les résultats des recherches favorisées par les subsides 
de la Société devront lui être présentés, pour être publiés dans 
ses Annales s'il y a lieu. 

Note. — Le tirage au sort, ordonné par Tarticle 3, a rangé les sections dans 
Tordre suiifant : 2«, 4«, 3«, 5« et i «. 
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S. S. LE PAPE LÉON XIII 

AU PRÉSIDENT ET AUX MEMBRES 
DE LA SOCIÉTÉ SCIENTIFIQUE DE BRUXELLES. 



Dilectis Filiis Praesidi ac Membris Societaiis Scientificae 

BruxelUs comtitutiie. 

LEO PP. XllI. 

DiLECTI FiLII, 8ALUTEM ET APOSTOLICAM BENEDICTIONEM. 

Gratae Nobis advenerunt litterae vestrae una cum Annalibus et 
Quaestionibus a vobis editis, quas in obscquentissimum erga Nos et 
Apostolicam Sedem pietatis testinionium obtuHstis. Libenter sane 
agnoviiDus Societatem vestram quae a scîentiis sibi nomen fecit, et 
quae tribus tantum abhinc annis laetis auspiciis ac lesu Christi 
Vicarii benedictione Bruxellis constituta est, magnum iam incremen- 
tum cepisse, et uberes fructus polliceri. Profecto cum infensissimi 
relligionis ac veritatis bostes nunquam désistant, imo magis magisque 
studeant dissidium rationem inler ac fidem propugnare, opportunum 
est ut praestantes scientia ac pietate viri ubique exurgant, qui Eccle- 
siae doctrinis ac documentis ex animo obsequentes, in id contendant, 
ut demonstrent nuUam unquam inter fidem et rationem veram dis- 
sensionem esse posse; quemadmodum Sacrosancta Vaticana Synodus, 
constantem Ecclesiae et Sanctorum Patrum doctrinam aifirmans, 
declaravit Gonstitutione IV* de fide catholica. Quapropter gratula- 
rour quod Societas vestra hune primo finem sibi proposuerit,itemque 
in statufis legem dederit, ne quid a sociis contra sanam christianae 
philosophiae doctrinam committatur; simulque omnes bortamur ut 



nunquam de egregio eiusmodi laudis traniite deflectant, atque ut 
loto animi nisu praestitutum Societatis finem praeclaris exemplis ac 
scriptis editis continuo assequi adoitantur. Deum autem Optimum 
Maximum precamur, ut vos omnes caelestibus praesidiis coufirmet 
ac muniat: quorum auspicem et Nostrae in vos benevolentiae pignus, 
Apostolicam benedictîonem vobis, dilecti filii. et Societati vestrae ex 
auimo impertimur. 

Datum Roraae apud S. Petrum die 15. lanuariî 1879. Pontificatus 
Nostri Anno Primo. 

Lko p. P. XIII. 



A nos chers fils le Président et les Membres de la Société 

scientifique de Bruxelles, 

LÉON XIII, PAPE. 

Ghbrs fils, salut et bénédiction apostolique. 

Votre lettre Nous a été agréable, ainsi que les Annales et les Ques- 
tions publiées par vous et offertes en témoignage de votre piété 
respectueuse envers Nous et le Siège apostolique. Nous avons vu 
réellement avec plaisir que votre Société, qui a adopté le nom de 
Société scientifique, et s*est constituée à Bruxelles, depuis trois ans 
seulement, sous d'heureux auspices avec la bénédiction du Vicaire 
de Jésus-Christ, a déjà pris un grand développement et promet des 
fruits abondants. Certes, puisque les ennemis acharnés de la religion 
et de la vérité ne se lassent point et s*obstinent même de plus en 
plus à proclamer Topposition entre la raison et la foi, il est opportun 
que partout surgissent des hommes distingués par la science et la 
piété, qui, attachés de cœur aux doctrines et aux enseignements de 
rÉglise, s*appliquent à démontrer qu'il ne peut jamais exister de 
désaccord réel entre la foi et la raison, comme Ta déclaré, dans la 
Constitution IV de fide catholica, le saint concile du Vatican affirmant 
la doctrine constante de TÉglise et des saints Pères. C'est pourquoi 
Nous félicitons votre Société de ce qu'elle s est d'abord proposé cette 
fin, et aussi de ce qu'elle a mis dans les Statuts un article défendant 
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à SCS aKmbrcs toote attaque aax saines doctrines de la philosophie 
cfarélienoe; et en même temps Noos les exhortons tous a ne jamais 
s^éearter de la roie exeelloite qui Icnr Taot un tel él<^, et âi pour- 
soivre eontinoeDemcnt de tout Teffort de leur esprit l'objet assigné 
à la Société, par d'éclatants exemples et par leurs publications. Nous 
prions Dieu très bon et très grand, qu'il tous soutienne tons et vous 
fortifie du céleste secours : en présage duquel, et comme gage de 
Notre bienTcillancc envers tous. Nous accordons du fond dn cœur k 
TOUS, chers fils, et à votre Société la bénédiction apostolique. 

Donné à Rome, à Saint-Pierre, le 15 janvier 1879, l'an f de notre 
Pontificat 

LteB Xni, Papb. 
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GoRis (Charles), docteur en médecine, 145, rue Royale. — Bruxelles. 
Grand'Edry (Cyrille), ingénieur, correspondant de l'Académie des 

sciences, rue de Paris. — Saint-Étienne(Loire — France). 
Grandhont (Alphonse), avocat. — Antibes (Alpes-Maritimes — France). 
Granero s. j. (R. P. Juan), colegio de N S'* dcl Recuerdo, Chamartin 

de la Rosa. — Madrid (Espagne). 
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Gravez (Adrien), président du Comité houiller du Centre. — La Lou- 

viëre (Hainaut). 
Greindl (B**" Gustave), 20, rue du Luxembourg. — Bruxelles. 
Grinda (Jésus), ingénieur des ponts et chaussées, Valverde, 22% 2*. 

— Madrid (Espagne). 
Grisar (Armand), 5, rue Hoboken. — Anvers. 

DE Grossouvre (A), ingénieur des mines. — Bourges (Cher — France). 
DE Grunme {O' François), capitaine d'artillerie, 67, rue Belliard. — 

Bruxelles. 
GuYÉTAND, professeur de physique, École libre de Mont-Roland. — 

Dôle (Jura — France). 
H A AN, docteur en médecine, professeur à l'Université, 133, rue de 

Tirlemont. — Louvain. 
Hahn, s. J. (R. P.), Collège Saint-Stanislas, 29, rue des Dominicains. 

— Mons. 

Halleux (Emile), rue du Vieux-Bourg; — Bruges. 

Hamard (Abbé), i 2,rucdes Dames. — Rennes (lUe-et- Vilaine— France). 

Hanqdet (Ferdinand), 16, rue du Laveu. — Liège. 

DE Harlbz (Mgr), professeur à TUniversité, 8, rue au Vent. — Louvain. 

Haton DE LA GoupiLLiÉRE, (J. N.), membre de Tlnstitut, inspecteur 

générai des mines, directeur de l'École des mines. — 

Paris. 
DE Hadlleville (B'''') , 453, rue de la Loi. — Bruxelles. 
DE LA Haye (Auguste), capitaine en i*' au il* régiment de ligne, 

Ressel-Loo. — Louvain. 
Haynald (S. E. le cardinal), archevêque de Kalocsa et Bacs (Hongrie). 
Hayoit, docteur en méd., membre de FAca demie royale de médecine, 

professeur à l'Université, 66, rue deNamur. — Louvain. 
d'Hbhricodrt de Grukne (C*), sénateur, 10, rue Montoyer. — 

Bruxelles; ou château d'Hamal, parTongres. 
Henry (Hector). — Dinant. 
Henry (Louis), professeur & l'Université, membre de l'Académie 

royale de Belgique, 2, rue du Manège. — Louvain. 
Herhitb (Charles), membre de l'Institut, 2, rue de Sorbonne. — Paris. 
Hervier (Abbé Joseph), 31, grande rue de la Bourse. — Saint- 

Étienne (Loire — France). 
Hbddb, S. J. (R. P.) — Zi-ka-wey (Chine). 

Heyhans(J.-F.), docteur en sciences, 29, rue desRécoilets. — Louvain. 
HooTART (Jules). — Monceau-sur-Sambre (Hainaut). 



HonzB (Octave), docteur en médecine. — Binche. 

Hubert (Eugène), docteur en médecine, professeur & TUniversité, 

i 5, rue Léopold. — Louvain. 
Imperiali (M*') des P^*' de Francavilla, iO, rue Montoyer. — Bruxelles; 

ou château d*Hamal par Tongres. 
Iniguez é Inigdez (Francisco), docteur es sciences, professeur à la 

Faculté des sciences de rUniyersité,calle de Jardines, 4 8. 

— Madrid (Espagne). 
Institut Saint-Ignace. — Anvers. 

Jacmart, lieutenant-général, 21, rue Geefs. — Schaerbeek. 

Jacobs (Abbé), curé-doyen de Sainte-Gudule. — Bruxelles. 

Jannet (Claudio), professeur aux Facultés catholiques, 74, rue de 

Yaugirard. — Paris. 

Janssens, docteur en médecine. — Puers (Anvers). 

Jean (Abbé), supérieur de Tlnstitution. — Saintes (Charente-Infé- 
rieure — France). 

Jenner (Ch. I.), ingénieur en chef des ponts et chaussées, directeur 

des travaux hydrauliques de la Marine, 58, rue de la 
Rampe. — Brest (Finistère — France). 

JiMENO (Joaquin), ingeniero de caminos. — Castellon de la Plana 

(Espagne). 

DE JoiGNY (B*"" G.), 29, rue de Tlndustrie. — Bruxelles. 

JoLLY (B°°) lieutenant-général, commandant la i'* circonscription 

militaire. — Anvers. 

JoLY (Léon), avocat, 18, rue Caroly. — Bruxelles. 

DE JoNQuiÉRES, vicc-amira), membre de Tlnstitut, 2, avenue Bugeaud. 

— Paris. . 

Jordan (Camille), membre de llnstitut. 48, rue de Varenne. — Paris. 

Joubert, s. J. (R. p.), 18, rue Lhomond. — Paris. 

Jourdain (Louis), ingénieur, 19, rue Léopold. — Bruxelles. 

Rennis (Guillaume), ingénieur, 43, rue Yifquin. — Schaerbeek. 

de Kerckhove (V^ Eugène), ancien membre de la Chambre des Repré- 
sentants. — Matines. 

Rerviler (René), ingénieur des ponts et chaussées. — Saint-Nazaire 

(Loire-Inférieure — France). 

Kirsch (R. P. Alexandre M.) C. S. C. — Notre-Dame (Indiana, États- 
Unis). 

DE KiRWAN (Charles), ancien inspecteur des forêts, 7, rue de TOran- 

gerie. — Versailles (Seine-et-Oise — France). 
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Klein, S. J. (R. P. Léopold Martial), catholic University Collège. — 

Dublin (Irlande). 
RuRTH (Godefroid), professeur & TUniversité, 62, rue Lairesse. — Liège. 
Lacompte (Camille), docteur en médecine. — Tamise. 
Lacor (E.), professeur à la Faculté catholique des sciences, i8, rue 

des Fossés-S*-Jacques. — Paris (France). 
Lafont, S. J. (R. P.), directeur de l'Observatoire héliospectrosco- 

pique, 10, Parkstreet. — Calcutta. 
Lagasse (Alexandre) , pharmacien, 4, rue Saint-Maurice. — Nivelles. 
Lagasse (Charles), ingénieur en chef directeur des ponts et chaussées, 

61, rue du Conseil. -^ Bruxelles. 
Lagasse (Jules), notaire, 412, chaussée de Charleroi. — Bruxelles. 
Lam arche (Emile), S\ , rue Louvrex. — Liège. 
Lambert (Camille), ingénieur, 29, rue Fabry. — Liège. 
Lambiottb (Victor), ingénieur.— Oignies-Aiseau, par Tamines(Namur). 
Lamby (R. P. Dom Mayeul), 0. S. B., prieuré de Saint-Jean, Grignon 

par Les Laumes (Côte-d'Qr — France). 
Lahy (Mgr.), président du collège Marie-Thérèse. — Louvain. 
DE Lapparent(â.), membre correspondant de la Société géologique de 

Londres, professeur à linstitut catholique, 3, rue de 

Tilsitt. — Paris. 
Latine, docteur en médecine. — Marbaix-Marbisoux (Brabant). 
Latinis (Victor), ingénieur, chef de service des forges et aciéries de 

la Société du Nord et de FEst. — Trith-Saint- Léger 

(Nord — France). 
Lava (Jules), ingénieur honoraire des Ponts et Chaussées, 27, rue 

Gillon. — Bruxelles (Sainl-Josse-ten-Noode). 
Lavaud de Lestradb, prêtre de Saint-Sulpice , professeur de sciences 

au Séminaire. — Clermont-Ferrand (Puy-de-Dôme — 

France). 
Lebon, docteur en médecine, place Saint-Paul. — Nivelles. 
Ledresseur (Charles), docteur en médecine , professeur & l'Univer- 
sité, 75, voer des Capucins. — Louvain. 
Lefebvrb, docteur en médecine, professeur à TUniversité, membre 

de l'Académie royale de médecine , 36 , rue de Bériot. 

— Louvain. 
Lefebvrb (Abbé Bruno), curé d'Upigny, par Leuze (Namur). 
Lefebvrb (Abbé Ferdinand) , professeur à l'Université, 36, rue de 

Bériot. — Louvain. 
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Lefebvre (Paul), avocat, 7, rue du Pepiu. — Bruxelles. 

Lbgouis, s. J. (R. p.), docteur is-sciences, 98, rue de Vaugirard. — 

Paris. 
Legrand-Benoit, 51 y rue de Bruxelles. — Namur. 
Le Grelle (O* Ferdinand), 2i, rue Van Brée. — Anvers. 
Leirens-Éliaert, sénateur, rue du Pont. — Alost. 
Lejedne-Simonis, château de Sohan par Pepinster (Liège). 
Lbmoinb (Georges), ingénieur en chef des Ponts et Chaussées, exami- 

nateur de sortie pour la chimie & l'Ecole polytechnique, 

76, rue d*Assas. — Paris. 
Lemonnibr (Abbé Th.), professeur au Petit-Séminaire de Mont-aux- 

Malades, par Rouen (Seine-Inférieure. — France). 
Le Paige (G.), professeur k l'Université de Liège, 21, rue des Anges. 

— Liège. 

Lherhite (Edmond), ingénieur. — Hamoir. 

DE LicHTERVELDE (C^* Goutrau), Conseiller de légation, château 

d'ÉcaussinneSi — Écaussinnes (Hainaut). 

DE LiBDEKERKE (C^** Charles), 24, rue de l'Industrie. — Bruxelles. 

DE LiEDEKERKE DE Pailhe (C^* Édouard), 47, rue des Arts.— Bruxelles, 

DE Lihburg-Stirdm (C^* Adolphe), 50, rue du Luxembourg.— Bruxelles. 

DE Limburg-Stirum (C'*' Samuel), 50, rue du Luxembourg. — Bruxelles. 

DE Limburg-Stirum (O"" Thierry), sénateur, rue Hautport. — Gand. 

DE LiHHiNGHE (C**), châtcau de Gesves, par Assesse (Namur). 

LiHPENs (Emile), avocat, place Impériale. — Alost. 

DE LisLEFERME (E.-Hcnry), ingénieur de la marine en retraite. — Taille- 
bourg (Charente-Inférieure — France). 

DE LocHT (Léon), ingénieur. Mont- Saint-Martin. — Liège. 

Mabille (Léon), professeur & l'Université de Louvain, 49, rue Royale. 

— Bruxelles. 

Maertens (Chanoine), professeur au Petit-Séminaire. — Saint-Nicolas. 
Malcorps (Ernest), avocat, 5, rue des Vaches. — Louvain. 
Malisoux (Emile), ingénieur principal de i"* classe des mines, ii, 

rempart ad aquaro. — Namur. 
Malou (Paul), ingénieur, 54, rue d*Arlon. — Bruxelles. 
Mansion (Paul), professeur à l'Université, membre de l'Académie 

royale de Belgique, 6, quai des Dominicains. ^ Gand. 
de Maret (Adhémar). — Stavelot. 
DE Marsilly (Général), 15, rue Chantepinot. — Auxerre (Yonne — 

France). 
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Maatens (Edouard), professeur & l'Université, 27, rue Marie-Thérèse. 

— Louvain. 

Martin (Gabriel), avocat, avenue de la République. — Guéret (Creuse 

— France). 

Martinbz t Saez (Francisco de Paula), professeur de zoologie au 

Musée d'histoire naturelle, plaza de ministerios, 5% 
' 3® izquierda. — Madrid (Espagne). 

Mas, s. J. (R. P. Bartolomé), colegio de S. Ignacio. — Manresa. 

Masoin (E.), professeur & l'Université, membre de l'Académie royale 

de médecine, 15, place Sainte-Anne. — Louvain. 

Massalsri (U.), professeur à l'Université. — Louvain. 

Matagne (Jules), docteur en médecine, 2i, rue de la Fontaine. — 

Bruxelles. 

deMadpeou (G^*), ingénieur de la marine, 50, rue Vital — Passy (Paris). 

Maybr (Henri), avocat, 5i, rue Saint-Jacques. — Tournay. 

DE Meeus (C^ Henri), ingénieur, 72, rue du Vertbois. — Liège. 

Mbeus (Eugène), membre de la Chambre des Représentants, 42, rue 

Houblonnière. — Anvers. 

Meeus-Honnorez (L.), distillateur. — Wyneghem par Anvers. 

MéLiiiGE (Abbé Calixte), docteur en théologie, 6, rue des Petites- 
Allées. — Rochefort-sur-Mer (Charente-Inférieure — 
France). 

Mello (Rev. J. Magens), Rectory, Brampton. — Chestertield (Angle- 
terre). 

DE Mendizabal Tamborrel (Joaquin), ingeniero geôgrafo, profesor de 

astronomia y geodesfa en el Colegio militar, calle del 
Banco de la Santisiroa, 3. — Mexico (Mexique). 

Mbngellb (Bertrand), ingénieur de TÉcole centrale des arts et manu- 
factures, 75, rue Royale. — Bruxelles. 

Mercier (M^^ D.), collège du Saint-Esprit, rue de Namur. — Louvain. 

Mbrtens (Guil.), ingénieur, directeur de l'usine à gaz, 73, rue de 

Tourcoing. — Roubaix (Nord — France). 

MicHA, professeur à l'Université, 8, place du Peuple. — Louvain. 

Michaux (B"*"), professeur à l'Université, membre de l'Académie 

royale de médecine. — Louvain. 

MicHiELs (Chanoine), inspecteur diocésain de l'enseignement moyen, 

longue rue Neuve. — Malines. 

Mibst (Emile), ingénieur aux établissements de S^*-Marie d'Oignies. 

— Tamines. 



MiOT (Lëopold), docteur en médecine, de rAcadémie royale de méde- 
cine, 1 5, rue de Beaumont. — Charleroi. 

MiR (R. P. Michel), S. J., membre de l'Académie royale d'Espagne, 

3, calle de dos Amigos. — Madrid (Espagne). 

MiRÂNDA BiSTUER (Julîan), canénigo magistral de la catedral, canongia 

nue va, 18. — Segovia (Espagne). 

MisoNNE (Lucien), directeur-gérant des charbonnages du Hasard. — 

Tamines (Namur). 

MissoN (B"°), à Vieux-Waleffe, par Fallais (Liège). 

MoBLLBR, docteur en médecine, 1, rue Montoyer. — Bruxelles. 

MoNCHAMP (Abbé Georges)^ docteur en théologie et en philosophie, 

professeur au Petit-Séminaire. — Saint-Trond. 

MoNCHEUR (B"""), 54, boulevard de Waterloo. — Bruxelles; ou Namêche 

(Namur). 

DE MoNGE (Léon), professeur à l'Université, rue aux Joncs. — Louvain. 

MoNSARRAT (G.), 44, ruc des Capucines. — Paris. 

DE MoNTGRAND (M**), propriétaire à Saint -Menet. — Marseille 

(Bouches-du-Rhône — France). 

DE MoREAU d'Andoy (Ch''), ministre de l'agriculture et des travaux 

publics. — Bruxelles; ou Andoy par Jambes (Namur). 

MoRETUs (René), place de Meir. — Anvers. 

MuLLENDERS (Joscph) , ingénieur, 21, rue Duvivier. — Liège. 

Naméche (M>'), ancien recteur magnifique de l'Université. — Louvain. 

DE Namur d'Elzée [O*), sénateur. — Dhuy par Éghezée (Namur). 

Nêve (Félix), professeur à l'Université, membre de l'Académie royale 

de Belgique, 52, rue des Orphelins. — Louvain. 

Nève (Louis), ingénieur. — Brecht fAnvers). 

Newton (Général John), 279, Adelphi Street. — Brooklyn, New-York. 

Nicot (R. P.), S. J. — Dunbrody, Blue Cliff Station, via Capetown 

(Afrique australe). 

NisoT (Victor), ingénieur, docteur en sciences physiques et mathé- 
matiques, 44, rue de la Loi. — Bruxelles. 

NoLLÉE DE'NoDuwEZ, 116, ruc Royalc. — Bruxelles. 

Nyssens (Albert), professeur k l'Université. — Louvain. 

NvssENS (Julien), ingénieur des ponts et chaussées, 190, rue de la Loi. 

— Bruxelles. 

Nyssbns (Pierre), ingénieur agricole, 19, rue Sainte-Marguerite. — 

Gand. 
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Obet de Cheyvel, docteur en médecine. — Honfleur (Calvados — 

France). 
D*OcAGNE (Maurice), ingénieur des ponts et chaussées, 8, rue des 

Fonderies. — Rocbefort (Charente- Inférieure — 

France). 
Oldenhove (Philippe), ingénieur, propriétaire à Florival-sur-Dyle, 

par Grez-Doiceau (Brabant). 
0*Mallbt, s. J. (R. P.), S^ Patrick's collège. — Melbourne (Victoria 

— Australie). 

Ortiz (Juan-Miguel), Jefe superior de Administracion, Guanabacoa. 

— Habana (Cuba). 

Ortiz (11°^ Sr. Dr. D. Luis Felipe), obispo de Coria (Espagne). 

OsY DE Wicrem (B""), longue rue de THôpital. — Anvers. 

Otto (Jean), 36, Marché-aux-Herbes. — Bruxelles. 

OuvERLEAUx (Félîx), étudiaut en droit, 112, chaussée de Charleroi. — 

Bruxelles. 
Pardon (Gustave), ingénieur. — Frameries (Hainaut). 
Pasquier (Ern.), professeur à TUniversité, 22, rue Marie-Thérèse. — 

Louvain. 
DE Patin de Langeharck (V^), château de Langemarck (Flandre- 
Occidentale.) 
Patroni (Monsign. Giuseppe), dott. in filosofia, in teologia ed in ambc 

le. leggi, 47, piazza del Gesù. — Rome. 
Pblligebo (Gonzalo), avocat, rédacteur en chef de la Vozde Cuba. — 

La Havane (Cuba). 
de Penaranda (Frédéric), 21, rue de la Science. — Bruxelles. 
Pépin (R. P. Théophile), S. J., 14, rue du Juge-de-Paix, — Lyon 

(Rhône — France). 
Pbrez (Miguel), director del Observatorio central, 2' calle de la 

Merced, n" 27. — Mexico (Mexique). 
Pbrez Morbno (Andrés), inspector gênerai del cuerpo de ingenieros 

de minas de Espana, calle de Recoletos, 5, 3"* dra. — 

Madrid (Espagne). 
Pbrry, s. j. (R. P.), directeur de l'Observatoire de Stonyhurst, de la 

Société royale de Londres. — Stonyhurst near Black- 

bnrn (Angleterre). 
Petit (Chanoine), rue de TArsenal. — Namnr. 
Pbtrot (Gérard), 33, rue Vieille -Bourse. — Anvers. 
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PiCHADLT (Stéphane), ingénieur, chef de section k la Société John 

Cockeriil. — Tilleur (Liège). 
DE PiLLON DE S. Philbert (A.), 2, puc St-ThoQias. — Douai (Nord — 

France), 
PiRARD (Abbé), vicaire général, 6, boulevard Léopold. — Namur. 
Piscé (Chanoine), rue des Bateaux. — Malines. 
Planté (Gaston), licencié es sciences, i 2, rue des Vosges. — Paris. 
PoisoT (Maurice), avocat, 4, rue Buffon. — Dijon (Côte-d'Or — France). 
DE PoNTHiÉRE (Albert), propriétaire-agriculteur, 23, rue d'Archis. — 

Liège. 
DE PoscH (Major), intendant militaire de 2* classe, i5â. Chaussée 

d'Haecht — Bruxelles. 
Powis DE TEN BosscHB, conseiUcr provincial, 8, rue Belliard. — 

Bruxelles. 
DE Prelle, 44, rue Kipdorp. — Anvers. 
Proost (Alphonse), inspecteur général de l'agriculture, professeur k 

rUniversité de Louvain, 45, rue Anoul. — Ixelles. 
Provincial (R. .P.) de la coitipagnie de Jésus, 431, rue Royale exté- 
rieure. — Bruxelles. 
Prudham (Abbé), directeur du collège Stanislas, rue N.-D. des Champs. 

— Paris. 

PujA (Guillermo B. J.), ingéniera topôgrafo, profesor de geologia en 

laEscuelanacionaldeAgricultura,GalledelTompeate,2. 

— Mexico (Mexique). 
QuAiRiER, 29, boulevard du Régent. — Bruxelles. 

Rachon (Abbé Prosper), curé de Ham et Saint-Jean, par Longuyon 

(Meurlhe-et-Moselle — France). 
Raclot (abbé), curé, & la station météorologique de Marac, par Saint- 

Loup-sur-Aujon (Haule-Marne — France). 
Rauirez (Santiago); ingeniero de minas, calle de Buenavista, 45 Vs« 

— Mexico (Mexique). 
Rathodis, S. J. (R. P.) — Zi-ka-wey (Chine). 

Ravain (Abbé J.-R.), 44, rue Bernier. — Angers (Maine-et-Loire — 

France). 
Réchin (Abbé), professeur au Collège de Mamers (Sarthe — France). 
Recteur (R. P.), rue de Tongres, 2237. — Maestricht (Limbourg 

hollandais). 
Rbctor del Colegio de San José. — Valladoiid (Espagne). 
DE Regnon (R. P. Théodore) , S. J., 394 , rue de Vaugirard. — Paris. 



Rbnard (Alphonse), conservateur au Musée d*histoire naturelle. — 

Bruxelles. 
Rbyn ABRT, docteur en mëdecine , rue du Progrès. — Saint-Nicolas. 
DE RiBAUCOURT (C^) , sëuatcur, 35, rue Ducale. — Bruxelles. 
RoBBRTi (Jules), notaire, membre du Conseil provincial du Brabant. 

— Louvain. 
RoBYNs d'Inkbndablb (Frantz), chargé d'affaires honoraire, consul 

général de Monaco, 56, rue du Marteau. — Bruxelles. 
DE LA Roche (Gh*' Camille), rue de Houdain. — Mons. 
DE LA Roche (Chanoine Ch.), rue du Chambge. — Tournay. 
DE LA Roche de Marcbiennes (Emile). — Harvengt, par Harmignies 

(Hainaut). 
RoDiLLON (Abbé Pr.), professeur de philosophie au Petit-Séminaire de 

la Primatiale, 1, rue Tramassac. — Lyon (Rhône — 

France). 
RojAs,S.J.(R. P.), professeur dliistoire naturelle, Colegio. — Orduna 

(Vizcaya — Espagne). 
Rohero (Narciso), director del Colegio de i' y 2* ensenanza de S. Fran- 
cisco de Borja, calle de San Marcos, 30-34, bajo dcha. 

— Madrid (Espagne). 
DE Rouillé (C**), 44, avenue des Arts. — Bruxelles. 
Roussel (Lucien) , professeur à l'École forestière, 11, rue de la Ravi- 

nelle. — Nancy (Meurthe-et-Moselle — France). 
deRubempré (P"'), rue aux Laines. — Bruxelles; ou à Westerloo. 
Saet (Henri) , notaire. — Renaix. 

Saey (Joseph), 18, avenue de la porte de Hal. — Bruxelles. 
Saey (Abbé Pr.), vicaire & Saint-Joseph, 446, rue de l'Église. — Gand. 
Salterain (Pedro), ingénieur des mines. — La Havane (Cuba). 
DE Salvbrt(V*'), professeur aux Facultés catholiques de Lille, château 

de Villebeton, par Châteaudun (Eu re-et-Loir — France). 
Sâncbez, s. J. (R. P. Hilario), Colegio. — Carrion (Palencia — Espagne). 
DE Santa Cruz (Ivan Armada Hernandez de Cordova, M*') , 9, rua 

Nueva. — Santiago (Galice — Espagne). 
Sarz (Pelegrin), ingeniero civil. — Gastellon de la Plana (Espagne). 
Sarz t Lopez (Cesareo), profesor de matemâticas, calle del Colegio de 

Doncellas. — Toledo (Espagne). 
ScARSEZ DE Locqueneuille (Anatolc), château de S^François. — Far- 

ciennes (Hainaut); ou 133, chaussée de Vleurgat. — 

Ixelles. 



ScHHiDT (Henri), intendant de la maison de Groy. — Le Rœulx. 

Schneider, docteur en médecine, 26, rue Belliard. — Bruxelles. 

ScHOBBENS, docteur en médecine, 49, longue rue Neuve. — Anvers. 

ScHOEMAKER (W.-J.), profcsscur & TÉcolc moyenne.— Nimëgue (Pays- 
Bas). 

DE ScHOUTHEETE DE Tervarent (Ch"'), — Saînt-Nicolas. 

SiMONis (Alfred) , sénateur. — Yerviers. 

SiMONis (Iwan) , industriel. — Yerviers, 

SmoNis (Louis), industriel. — Yerviers. 

SiRET (Henri), ingénieur, 41, rue Saint- Joseph. — Anvers. 

Siret (Louis), ingénieur, ParazuelosAguilas (prov* Murcia — Espagne). 

Smerens (Théophile), président du tribunal de i'' instance, 31, 

avenue Quentin Melsys. — Anvers. 

Smets (Abbé Gérard), docteur en sciences naturelles, professeur de 

sciences au Collège S*- Joseph. — Hasselt. 

DEL SocoRRO (José Maria Solano, M*'), professeur de géologie au Musée 

d'histoire naturelle, calle de Jacometrezo, 4i, bajo. — 
Madrid (Espagne). 

DEL SoLAR (Eulogio), ingcuiero de minas, plaza de la Independencia,9, 

bajo. — Madrid (Espagne). 

SoLVYNS (Albert), 7, avenue de la Place d'Armes. — Gand. 

SoREiL, ingénieur. — Maredret sous Sosoye, par Anthée (Namur). 

DE Sparre (C^*), professeur aux Facultés catholiques de Lyon, château 

de Yallière. — Saint-Georges-de-Reneins (Rhône — 
France). 

Spina (R. p. Pedro), S. J., Colcgio de S. Juan Nepomuccno. — - 

Saltillo (Coahuila — Mexique). 

Springael (Auguste), ingénieur, 47, rue Yander Kindere. — Uccle. 

Stainibr (Xavier), 78, chaussée de Wavre. — Bruxelles. 

Stillemans (Chanoine a.), docteur en philosophie et lettres, supé- 
rieur du Séminaire. — Saint-Nicolas. 

Stinglhamber (Emile) , docteur en droit, 3i, rue des Minimes.— 

Bruxelles. 

Stoesser, (Alphonse), directeur-gérant de la Société anonymedu char- 
bonnage de Sacré-Madame. — Dampremy (Hainaut). 

Stofpaes (Abbé), licencié ès-sciences, 54, boulevard Yauban. — Lille 

(Nord — France). 

Storms (Abbé Camille), curé de Ganshoren, par Jette (Brabant). 

Storms (John), 37, rue des Champs-Elysées. — Bruxelles. 
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Storms (Raymond), 13, rue du Président. — Bruxelles. 

Struelens (Alfred), docteur en médecine, 24, rue de THôtel-des- 

Monnaies. — Saint-Gilles (Bruxelles). 

SucHETBT (André), 10, rue Alain Blanchard. — Rouen (Seine-Infé- 
rieure — France). 

SuTTOR (Eugène), 124, rue Potagère. — Bruxelles. 

SwoLFs (Chanoine), professeur au Petit-Séminaire. — Malines. 

Tayhans (Emile), avocat. — Mont-Saint-Guibert (Brabant). 

Teixeira (Gomes), professeur à l'Université. — Coimbra (Portugal). 

Tercelin (Félix), rue du Mont-de-Piété. — Mons. 

Theunis (Auguste), répétiteur à l'Université, 85, rue de Tirlemont. 

— Louvain. 

Thiraudier, ingénieur de la marine. — Rochefort-sur-Mer (Charente- 
Inférieure — France). 

Thiraut (L.), ingénieur. — Châtelet (Hainaut). 

Thieraulo (Charles), avocat, 60, rue Saint-François. — Bruxelles. 

Thirion (Alphonse). — Sclayn par Namèche (Namur). 

Thirion, S. J. (R. P.), 11, rue des Récollets. — Louvain. 

TiMMERMANS (Frauçois), ingénieur, directeur-gérant de la Société 

anonyme des ateliers de construction de la Meuse, 
24, rue de Fragnée. — Liège. 

ToRROJA Y Carallé (Eduardo), architecte, professeur à la Faculté des 

sciences de TUniversité, cçille Duque de Alba, 15, 2^ 

— Madrid (Espagne). 

Toussaint (Charles), ingénieur, 54, rue Delocht. — Schaerbeek. 
Tras, s. J. (R. P.), professeur au collège de la Paix. — Namur. 
DE Trazegnies (M"). — Corroy-le-Château, par Gembloux. 
Trogh (Pierre), inspecteur provincial des écoles primaires. — Lierre. 
DE T'Serclabs (M'^ Charles), président du Collège belge. — Rome. 
DE T'Serglaes (C^^ Jacques), capitaine au 1" rég. d'artillerie, 106, 

rue Marie-Thérèse. — Louvain. 
t'Serstevens (Léon), 52, boulevard Bischoffsheim. — Bruxelles. 
Ttkort (Emile), ingénieur civil. — Perck, par Vilvorde. 
d'Ursbl (C^ Aymard), capitaine d^artillerie, 25, rue de la Science. — 

Bruxelles. 
d'Ursel (C^* Charles), conseiller de légation, 22, rue du Luxembourg. 

— Bruxelles. 

DO Val de Beaulibu (C^), 55, avenue des Arts. — Bruxelles. 
DE LA Vallée Poussin (Charles), de l'Académie royale de Belgique, pro- 
fesseur à l'Université, 190, rue de Namur. — Louvain. 



Van Aertselaer (Chanoine), directeur de Tlnstitut S*-Louis, f 21, rue 

du Marais. — Bruxelles. 
Van BiERVLiET (Alb.), chargé de cours k TUniversité catholique^ 

39, rue des Joyeuses -Entrées. — Louvain. 
Vanden Bbrg (Charles), notaire, place Saint-Paul. — Liège. 
VANDEN Branden DE Reeth (Mgr), Évéquc d'Erythrée, au Collège Beige. 

— Rome. 

Vanden Broeck (Arthur), 8, rue du Trcurenberg. — Bruxelles. 
Vanden Gheyn (Abbé Gabriel), Collège Juste-Lipse, rue des Récollets. 

— Louvain. 

Vanden Gheyn (R. P. Joseph), S. J., ancienne abbaye. — Tronchiennes 

(Flandre orientale). 
Vanden Peerebooh (E.), ingénieur, 15, rue d*Artois. — Liège. 
Vanden Peerebooh (Jules), ministre des chemins de fer, postes et 

télégraphes. — Courtrai. 
VANDEN Steen DE Jehay (C^* Hermaun), capitaine d*état-major, 

6, avenue Louise. — Bruxelles. 
VANDER Bruggen (B**" MauHce), rue du Gouvernement. — Gand. 
Vander Haeghen (William), avocat, 44, rue Berckmans. — Bruxelles. 
Vander Shissen (Edouard), avocat, 16, rue du Gouvernement- 
Provisoire. — Bruxelles. 
VANDER Straten-Ponthoz (C" François), 15, rue de la Loi. — 

Bruxelles. 
Vander Voordt (Jules), ingénieur, 85, marché aux Chevaux. — Anvers. 
Van de Woestyne (Chanoine) , professeur au Grand-Séminaire. — 

Bruges. 
Van Dorpe (Jules), docteur en médecine, 297, rue Rogier. — Bruxelles. 
Van Drèche, docteur en médecine, rue de TOuvrage. — Namur. 
Van Dromme, docteur en médecine, rue des Chartreuses. — Bruges. 
Van Gaheren (Chanoine), rue du Bruul. — Malines. 
Van GomsNovBN, docteur en médecine, 45, rue de la Casquette. — 

Liège. 
Van Keerberghen, docteur en médecine, 161, chaussée dlxelles. — 

Bruxelles. 
Vannutelli (S. E. le cardinal). — Rome. 
Van Ortroy (Fernand), lieutenant adjudant- major au i*' régiment 

de chasseurs k cheval. — Gand. 
Van Overloop (Eugène), banquier, 48, rue Royale. — Bruxelles. 
Van Segvelt (Edmond), 11â> boulevard des Arbalétriers. — Matines. 



Van Tricht, S. J. (R. P.), Institut S'-lgoace, 47, courte rue Neuve. — 

Anvers. 
Van Zbbbrobck (Abbé) , directeur à rÉtablissement des Sœurs-Grises. 

— Diest. 

Van *ZoTLBii-ORBAif (Gust.), industriel, 8, quai de Tlndustrie. — 

Liège. 
Vaultrin, inspecteur des forêts, 30, rue Saint-Vincent. — Foix-sur- 

Ariège (Ariège — France). 
Vazqubz Illa (Ricardo), comandante de infanteria, calle del Duque 

de la Victoria, 10, 5"* dcha. — Valladolid (Espagne). 
VBNifBii4N, docteur en médecine, professeur & rUniversitë.--Louvainl 
Vbrcrutsse (Victor) ,61, rue de France. — Courtrai. 
Vbrbelst (Abbé), professeur & l'Institut Saint-Boniface, chaussée 

dlxelles. — Bruxelles. 
Vbrribst (G.), docteur en médecine, professeur & FUniversité, !25, rue 

des Écreniers. — Louvain. 
Vicaire (Eugène), ingénieur eo chef des mines, 50, rue Gay-Lussac. 

— Paris. 

VicEiiT, S. J. (R. P. Antonio), Golegio de San José. — Valencia 

(Espagne). 

ViGORDAN,S. J. (R. p.), rector del Colegio de! Jésus. — Tortosa (prov. 

de Tarragona — Espagne). 

Vilain XIIII (V^*), sénateur, 1 i, rue du Trône. — Bruxelles. 

ViLLAFUERTB (Elîodoro), prcsbitcro, 86, calle de las Delicias. — Santiago 

(Chili). 

ViLLAUMB, S. J. (R. P.), professeur de physique, maison Saint- 
Augustin. — Enghien. 

DB ViLLBGAS DE Saint-Pierre (C^ Ulric). — Ganshorcn par Jette (Bra- 

bantj; ou i, rue de Spa. — Bruxelles. 

DB Villbrs-Vergauwen , 12, marché au Lin. — Gand. 

ViLLiÉ, professeur aux Facultés catholiques, 78, boulevard Vauban. 

— Lille (Nord — France). 

ViiÎBS (R. P. Benito), director del Observatorio, colegio de Belen. — 

La Havane (Cuba). 
ViSART DE BoGARM^ (C^* Amédéc), bourgmestre de Bruges. 
DB VocHT (Abbé), curé de Zeelst, par Eindhoven (Brabant-Septen- 

trional — Pays-Bas). 
DB VoRGES (E. Domet), 74, rue Miromesnil. — Paris. 
Walravens (Abbé Adelson), directeur du collège d'Enghien. 
XL e 
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Ward (John), ingénieur civiJ, 75, boulevard de Waterloo. — Bruxelles. 

Warlomont (René), docteur en médecine et en sciences naturelles, 

. médecin de bataillon au 2* chasseurs à cheval^ i., nre 

Longue. — Bruges. 
Wasseige (Armand) banquier^ 2^'', rue Godefroid. — Namur, 
Wai7telet(â), ingénieur à l'usine à gaz. — Roubaix (Nord — France). 
DE Wavrin (M*'), 49, boulevard du Régent. — Bruxelles. 
DE Wecr (Abbé A.), missionnaire apostolique. — Fille-Dieu sous 

Romont (Canton de Fribourg — Suisse). 
Wéry (Vincent), président du tribunal de i'* instance, 4, rue des 

Tellicrs. — Mons. 
WiTTHANN (Jules), docleur en médecine. — Malines. 
WiTZ (Aimé), professeur aux Facultés catholiques, 104, boulevard 

Vauban. — Lille (Nord — France). 
WoLF, membre de l'Institut, 95, rue des Feuillantines. — Paris. 
DE WouTERs (Chanoine). — Braine-le-Comte. 
DB WouTERs (Ch'' Lambert), Rotselaer, par Wespelaer (Brabant). 
WouTERs (Abbé Louis), professeur de sciences naturelles au Collège 

Saint-Rombaut. — Malines. 
Zech (Guillaume), négociant. — Braine-le-Comte. 
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Liste des membres décédés. 

(Murs 18S7-aTril 1888.) 

Gëoéral Albear t Lara. La Havane. 

Abbé De Ridder Louvain. 

B*" L. DE Gerando Angers. 

D' Alfred Gilbert Givet. 

D' Hairion LouvaÎD. 

D' Snyers Liège. 

« 



Listes des membres inscrits dans les sections. 



i'« Section. 



Mathématiques, Astronomie, Géodésie. ~ Mécanique. — Génie civil et militaire 



MM. Antoine d^Abbadie. 
Adan de Yarza. 
R. P. Alcolado, S. J. 
Arnould. 
Baule. 

Théodore Belpaire. 
R. P. deBeoazé, S. J. 
di Bartolo. 
P«« Boncompagni. 
du Boys. 

R. P. BrauD, S. J. 
N. Breiiliof. 
L. de Bussy. 
R. P. Carbonnelle, S. J. 
Ahbé Clasen. 



MM. Joseph Carnoy. 

Abbé Goppieiers de Stockboye. 

L. Cousin. 

R. P. Delsaulz, S. J. 

J. DeTilly. 

Dusausoy. 

R. P. d*Esclaibes,S.J. 

Franc. 

Gauthier-Villars. 

Abbé Gelin. 

Ph. Gilbert. • 

Goedseels. 

B«» G. Greindl. 

de Grossouvre. 

C<* François de Grunne. 



MILGayéUDd. 

HatoD de la Goupillière. 

Charies Hermite. 

Ifiigaez. 

Général Jacmart. 

Jenoer. 

Jimeoo. 

Amiral de Jonqaiéres. 

Camille Jordan. 

R. P. Joubert, S. J. 

Lacor. 

Lava. 

• 

R. P. Lafonl, S. J. 

Charles Lagasse. 

Camille Lambert. 

R.P. DomLamey. 

Abbé Bruno Lefebvre. 

C. Le Paige. 

C^ Charles de Liedekerke. 

de LIsleferme. 

L|ton de Locht. 

Paul Maosion. 

de Marsilly. 

C*« de Maupeou. 

J. de Mendizabal. 

Micha. 

GénéraUohn Newton. 

Nisot. 



MIC. J. Nyssens. 
P. Nyssens. 
d*Ocagne. 
Pasquier. 
R. P. Pépin, S. J. 
M. Perez. 
R. P. Perry, S. J 
Chanoine Piscé. 
V»* de Salvert. 
Sanz y Lopez. 
P. Sanz. 
C»* de Sparre. 
Stoffaes. 
Suttor. 
Teizeira.' 

R. P. Thirion, S. J. 
François Timmermans. 
Torroja. 

C^« Jacques de TSerclaes. 
C««Aymardd*Ursel. 
E. Vandenpeereboom. 
Abbé Vau Zeebroeck. 
Vazquez 11 là. 
Vicaire. 
Villafuerte. 
Villié. 
John Ward. 
Aimé WiU. 
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2« Beetion. 



Physique. — Chimie, — Métallurgie. — Météorologie et Physique du Globe, 



. Alfogeme. 
AschmaD. 

G^ Cb. d'Aspremont-Lyndeo. 
A. Bécbamp. 
Charles Blas. 
Alfred Blondel. 
Booamis. 

Auguste Boonevie. 
Branly. 

Alfred Brémen. 
Bruyiants. 
Aotonio Casares. 
Chaulard. 
R. P. Ch0Dé,S.J. 
Abbé J. Delorge. 
Herman De Prêter. 
A Devivier. 
François Dewalque. 
Dincq-Jordau. 
André Dumonl. 
R. P. DnmoDt, S. J. 
Dutordoîr. 
Peliù y Perez. 
R. P. François, S. J. 
R. P. George, S. J. 
Gérard. 
Gillet. 

R. P. Granero, S. J. 
Grafez. 
Grisar. 

Hector Henry. 
Louis Henry. 
Keonis. 



MM. René Kerviler. 
Jules Lagasse. 
Lambiotte. 
Lemolne. 
Malisoui. 
Malou. 
U. Massalski. 
Mertens. 

Chanoine MicbieU. 
Lucien Misonne. 
M'* de Montgrand. 
Joseph Mullenders. 
Oldenhove. 
R. P. 0*Malley, S. J. 
Louis Néve. 
Ottverleaux. 
PichauU. 
Abbé Pirard. 
G. Planté. 
AbbéRaclot. 
Abbé Ravain. 
R. P. de Regnon, S. J 
Salterain. 

de Souza GonzaWès. 
Springael. 
Auguste Theunis. 
R. P. Tras,S.J. 
Tykorl. 

A. Van Biervliet. 
Jules Vander VoonJt. 
R. P Van Tricht, S. J. 
R. P. Villaume, S. J. 
R. P. Vibes, S. J. 



5« Section. 



Géologie, Mùtératogie, — Botanique, — Zoologie. — Paléontologie. — Anthropologie, 

Ethnographie, Science du langage, — Géographie. 



Mgr Abbeloos 
d'Acy. 
Fr. Alexis. 
Almen. 
ArœlîD. 

G^ Alh. d^Auxy de Launols. 
Ck Baguel. 
Mllon. 
B»|>st 

AblM^ Birdiu 
Eru. Biyel 
D* H. de Be«iifibrt. 

ienorditt* 

M^ «le la Boè^ière-Thifttneflk 
5» 



t> t, de IHey. 
iulsaerei. 

I1«re«« 

INt«w^tllH\ 

H. ^ IMMIîts S. J 

AMn^ IVv«vnm»|v\ 
l%«^«>v l>e>h«H|M^^ 



Abbé Ducrost. 

Max DugQÎolle. 

R. P. FiU. S J. 

Flabaull. 

Docteur Foerster. 

Fontaine. 

Abbé de Foville. 

R. P. Gerste, S. J. 

Grand^Eary. 

Grinda. 

Abbé Hamard. 

C^ d*Heinricourt de Gmnne. 

Abbé Joseph Her? ier. 

R.P.HeQde,S.J. 

R. P. Kirsch. 

Charles de Kirwan 

Godefroid Kôith. 

Abbé Ulea. 

A. de Lapparent 

Abbé FcfdinaiMl Lefebfre. 

1> G. de Liehlcrrelde 

C«» Addphede Lioibarg Stimi 

Kdimaid MarteiL^. 

Martittei J Saet. 

Abbe Mèlînge. 

R, P. Mir. S J. 

MeIK 

Abbe MoachaM^ 

Abbe IUcb«.>«u 

R P. RMb^>iaiSK S. J 



MM.Ramirez. 

Abbé Renard. 

Ém. de la Roche. 

R. P. Rojas. S. J. 

H. Siret. 
' L. Siret. 

Abbé Smets. 

M*> del Socorro. 

E. del Solar. 

Albert Solvyns. 

SUinier. 

Jobn Storms. 

R. Storms. 

Chanoine Swolfs. 



MM. Gt« Charles d^rsel. 

Charles de la Vallée Poussin. 

R. P. Van den Gheyn, S. J. 

Abbé G. Van den Gheyn. 

Van Drèche. 

Van Orlpoy. 

Van Overloop. 

Van Segvelt 

Abbé Verhelst. 

R. P. Vicenl, S. J. 

AbbédeVochl. 

de Vorges. 

Mi< de Wsrrin. 

Abbé Woulers. 



4« Section. 



Ànaiomie, Physiologie. — Hygiène, — Pathologie, Thérapeutique, etc. 



MM. Augier. 

Barcia Cabalfero. 

D. Bertrand. 

Borginon. 

Abel Bourdeau. 

BrilK>sia. 

César. 

Cousot. 

G. Cousot. 

P. J. E. Cranincx. 

Cuyiils. 

Debaisieux. 

Desplats. 

A. Dumont. 

A. Faucon. 

Feijeiro. 

Pinlay. 

Xavier FrancoUe. 



MM. Gallez. 
Goix. 
Goris. 
Haan. 

R. P. Hahn, S.J. 
Hayoit. 
Heymans. 
Houze. 

Eugène Hubert. 
Janssens. 

Alexandre Lagasse. 
Latine. 
Lebon. 
Charles Ledresseur. 

» 

LefebTre. 
E Masoin. 
Jules Matagné. 
Michaux. 



MM. Miot. 
Ueûier. 
Obet. 
Proosi. 
Heynaert. 
Selueider. 
Sehobbeas. 
Slradeiis. 



MM. Van Dorpe. 
Vao GoidsnoTeu. 
Van Keerbergheo. 
VeoDemaa. 
Verriest 
R. WarlomoDt 
Wiumann. 



tt« Section. 



Agrotwwit, — 



te êoeiaU, Statistique, — Sciences commereiaies. 
Économie industrielle. 



. AngDste Becken. 
Adolphe Beiieor. 
Victor Boonevie. 
Ern. de Bormao. 
Armand Brifant. 
François de Cannart d*Hamale. 
Joies GartnyTels. 
Davignou. 

P^GosUTedeCroy. 
P** Joste de Croy. 
Herman De Baets. 
Tony De Bmyn. 
Camille De Jaer. 
De Lantsbeere. 
De Martnix. 
É. Descamps. 
Ferdinand Dohet 
Focillon. 

Paul de Gerlache. 
Grandmont. 
B*> de HaulleTille. 
Clandio Jannet. 



MM. Vx Eugène de Kerckbo? e. 
Paul LefebTie. 
Legrand-Benoit. 
O» Ferdinand Le Grelle. 
O» Edouard de Liedekerke. 
Emile Limpens. 
Henri Mayer. 
Léon de Monge. 
Ch*' de Moreau d^Andoy. 
Otto. 
Pelligero. 
A. de Pont bière. 
DePoscb. 
P« de Rubempré. 
Henri Saey. 
Henri Schmidt. 
Théophile Smekens. 
Emile Stinglhamber. 
Charles Tbiebauld. 
Léon t*Serstevens. 
E. Vander Smissen. 
O* Fr. vander Straten-Ponlhox. 



4i 



MM. Van Zuylen-OrbaD. 

\^ VilaiD XIIII. 

CM Ulric de Villegas de Saiot- 
Pierre. 



MM. ex Amédée ViEart. 

Abbé AdelsoD Walrayeos. 
Armand Wasseige. 
Vincent Wéry. 
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1886-1887. 



Président f M. Ch. de la Valléb Poussin. 

1" Vice' Président f M. le chanoine Delvigxe. 

2* Vice-Président y M. le M*' de la Boëssièhr-Tmiennes. 

Secrétaire, R. P. Garbonnblle. 

Trésorier, M. Armand Brifaut. 

MM. Fr. DE Canna RT d'Hamale. 
L. Cousin. 
L. Delgeur. 
Fr. Dewalque. 
G. Dewalque. 
André Dumont. 
Ph. Gilbert. 
L. Henry. 
Général Jacmart. 
Ch. Lagasse. 
D** Lefebvrb. 
P. Mansion. 
A. Proost. 
Léon t*Ser8teven8. 
C* Fr. vandek Stratbm-Ponthoz. 



M 



1887-1888. 



Présidentj M. le Général Jachart. 
V Vice-Président, M. François Dbwalqub. 
"2* Vice-Président, M. André Dumont. 
Secrétaire, R. P. Carbonnblle. 
Trésorierj M. Jules Db Bruyn. 

MM. le M*' DE LA Boëssiére-Thiennes. 
Fr. DE Cannart d'Hamale. 
L. Cousin. 
L. Delgeur. 
Chanoine Delvigne. 
G. Dewalque. 
Ph. Gilbert. 
E. Gobdsbbls. 
L. Hbnry. 
Cb. Laoasse. 
D' Lbfebvre. 
P. Mansion. 
A. Proost. 
Léon t*Sbrstb\ens. 

C** Ff. VANDBR StrATEN-PoNTHOZ. 
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l88<-i887. 



i^ Section. 

Préêidentf M. le général Jacmart. 
Vice-Présidents, MM. Witz et Gobdsbbls. 
Secrétaire, M. Alb. Van Bibrylibt. 

2« Section. 

Président, R. P. Van Tricht. 

Vice-PrésidentSy MM. l'abbé De Lorgb et G. Bruylants 

Secrétaire^ M. le B*" Alb. de Fibrlant. 

3* Section. 

Président^ M. db Lapparbnt. 

Vice-Présidents, MM. Dblgbur et Vandbn Ghbyn. 

Secrétaire, M. A. Buissbrbt. 

4« Section. 

Président^ M. Vbrribst. 

Viee-Présidents, R. P. Hahn et M. Cuylits. 

Secrétaire, M. Ach. Dumont. 

5* Section. 

Président, M. Paal db Gbrlacbb. 
Vice-Présidents, MH. Dr Marbaix et Cb. Thieraild. 
Secrétaire, M. Léon Db Lantsbeerb. 



1887-4888. 



I" Section. 

Président, R. P. Pbrry. 
Vice-PrésidentSf MM. Mansion et Cousin. 
Secrétaire, M. Dutordoir. 

2« Section. 

Président, M. Fr. Oewalque. 

Vice-Présidents, M. L. Thibaut el R. P. Van Tricht. 

Secrétaire f M. A. Van Ribrylibt. 

3« Section. 

Président, R. P. Vandbn Ghbtn. 

Vice-Présidents, MM. L. Dblgbur et chanoine Delvigne. 

Secrétaire, M. A. Buissbret. 

4« Section. 

Président, M. Schneider. 

Vice-Présidents, MM. Vbnneman et Mobller. 

Secrétaire, M. Ach. Dumont. 

tf« Section. 

Président, M. Paul de Gbrlache. 

Vice- Présidents, MM. Db Marbaix et Ch. Thibbauld. 

Secrétaire, M. Léon Db Lantshebrb. 
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SESSIONS DE 1886-1887 



BXTRim DES PROCÈS -TERBIDI. 

La Société a tenu trois sessions pendant cette onzième année : 
La première, le mercredi 27 octobre 1886; 
La seconde, le jeudi 27 janvier 1887 ; 

Et la troisième, le lundi 18, le mardi 19, le mercredi 20 et 
le jeudi 21 avril 1887. 

SÉANCES DES SECTIONS 



Première section. 



Mercredi, 27 octobre 1886. — M. Mansîon donne lecture de son 
rapport sur le travail présenté par M. de Salvert à la session der- 
nière. La section, d'accord avec le rapporteur, propose Pinsertion 
de ce travail aux Annales de la Société. (Voir t. X, p. 293, ei 
t. XI, p. 1 , 2* partie.) 

mmppo9*i a» M, F. MmMëion 

sur le mémoire de M. le V*" de Salvert intitulé : Mémoire sur 
l'emploi des coordonnées curvilignes dans les problèmes de 
mécanique et les lignes géodésiques des surfaces isothermes. 

Le mémoire de M. de Salvert est la suite on le complément 
de celui qu'il a publié en 1881, dans les Annales de la Société 
scientifique, sur la Théorie de la courbure des surfaces. Dans Tun 
des chapitres de ce premier travail, Tauteur a établi 4e nou- 
veau» autrement que Lamé, les formules générales que ce géo- 
mètre a données pour l'emploi des coordonnées curvilignes. 
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Dans le manuscrit soumis à Tappréciation de la première 
section, M. de Salvert fait l'application de ces formules à la 
détermination directe du mouvement d'un point matériel en 
coordonnées curvilignes, d'abord d'une manière générale, puis 
dans le cas où le point est assujetti à rester sur une surface 
donnée; enfin, il traite la question de la recherche des lignes 
^éodésiques. 

Nous allons analyser successivement les trois divisions prin- 
cipales du mémoire, en faisant ressortir, autant que possible, les 
résultats nouveaux et intéressants obtenus par notre savant con- 
frère de Lille. 

Première partie. Soient ç (.x, //, j^) = cp, ^ (x, y, z) = ipj 
tir(x, //,jz) =tBr, trois surfaces appartenant à un système triplement 
orthogonal, dont les intersections déterminent la position d'un 
point mobile. Ce point mobile a, suivant les normales aux trois 
surfaces, des accélérations U, V, W, des vitesses u, v, w. Les 
expressions de U, V, W au moyen de m, v, w et de leurs déri- 
vées par rapport au temps, ont été données par Lamé sous trois 
formes différentes, dans ses Leçons sur les coordonnées curvi- 
lignes. L'auteur se propose d'abord d'établir par une voie nou- 
velle celles qui figurent au § XG de ces Leçons; il y parvient par 
des calculs très simples, qui s'appuient sur diverses formules 
relatives à la courbure établies par lui dans son précédent mé- 
moire. Mais les équations du mouvement, sous cette forme, sont 
peu symétriques. M. de Salvert les transforme habilement, et 
parvient à une forme nouvelle, plus élégante, absolument symé- 
trique, et ne contenant plus les rayons de courbure principaux 
des surfaces 9, i{/, m. Voici la première de ces formules : 

U rf/w\ ^'logA,? ^ cJIorA,^ r;iogA,CT 

A,f dt \A,î>y J? '^f (^'^ ^ ' 

oà Aff , A|v{/, à^m sont les premiers paramètres différentiels 
des fonctions 9, ^, nr. Ainsi, par exemple. 



^^-r^)'.-Ê)' 



''A\ 



Syl \Szl 
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Si le rapport du second paramètre différentiel 

J'y J*f ^f 

'^ (Jx« 6y* âz* 

au carré du premier reste constant pour la surface f (oc, y,z)=sf , 
cette équation représente une famille de surfaces isothermes. 
Les expressions des valeurs de U, V| W données par Lamé 
(Leçons, § LXXIX, formule 6; § LXXXIX, formule 19), dans 
le cas où les surfaces 9, ^^ m appartiennent à un système triple- 
ment orthogonal de surfaces isothermes, sont ici établies d*une 
manière simple et rapide, en partant de la formule (1), ce qui 
montre la fécondité de celle-ci. 

Cette formule (1) et les deux analogues pour V et W, ne sont 
pas encore celles auxquelles Tauteur veut arriver définitivement, 
parce qu^elles ne contiennent pas exclusivement les coordonnées 
curvilignes et leurs dérivées par rapport au temps. Il les trans- 
forme donc, et posant 

H Aif « = I , K A|*« = i , JA,a« = 1 , 

il parvient à mettre Téquation (1) sous la forme suivante : 

dt' Ht Ht 2 L*f \d II âf \dtl ifUtI j ^ ' 

Si Ton désigne par^, -^^ ^ les vitesses du point mobile sui- 
vant les normales aux «urfaces 9, ^^ «, on trouve qu*elles sont 
respectivemjsnt égales à 

V/hJ, l/K^, W^J^. 
dt dt dt 

Par suite, comme vérification de la formule (2), on obtient 
assez aisément Téquation des forces vives sous la forme 

à peu près évidente à priori. 
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Arrivé à cet endroit de son travail, notre savant confrère se 
demande s1l n'y aurait pas moyen d'arriver directement à la 
formule (2). Évidemment. Il reprend donc à nouveau la question 
et, mettant les relations cp (x, y, z) = <p, <j/ (x, y, z) = ^p, 
w (x, y, js) = w, sous la forme 

il introduit partout les dérivées partielles de x, y, Zy par rapport 
a f , ^, sr, au moyen des formules faciles à démontrer : 

^X , ^9» $X $^ $X . âv 

— = H — , — =K — , — = J--;etc. 

Sf âx 6^ âx 6fa âx 

En s'appuyant sur ces formules, et partant de la relation 
éPx cPy (Pz 

il retrouve directement l'expression (2), par des calculs très 
élégants, mais dont il est difficile de donner une idée sans les 
reproduire presque complètement. 

Si Ton fait f = «, arc de la courbe parcourue par le point 
mobile, U, V, W deviennent les composantes de la courbure 
de cette courbe suivant les normales aux surfaces (p, ^^ sr. 
En particulier, si la courbe considérée est Tintersection des deux 
surfaces spéciales 9, t{/, cette remarque fournit immédiatement 
deux beaux théorèmes de Lamé sur la courbure (Leçons^ 
§§ XXXVIII, XLI). M. de Salvert énonce le second sous une 
forme plus complète que Féminent géomètre, et donne encore 
une traduction géométrique de ses formules dans le cas d'un 
système de coordonnées curvilignes isothermes. 

Absolument parlant, on pourrait soutenir que les principaux 

résultats obtenus jusqu'à présent, c'est-à-dire, les formules (1) et 

(2), sont implicitement contenus dans les relations équivalentes 

de Lamé. Mais il n'en est pas de même de ce qui suit. M. de 

XL d 
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Salvert a observé ingénieusement que la démonstration directe de 
la formule (2) s'étend d*elle-méme à un cas plus général que 
celui qui a été considéré antérieurement. 

Considérant le mouvement d*un point sur une surface 
F (x, y, z) = 0, ce point étant rapporté à un système de coor- 
données orthogonales tracé sur la surface, il montre que tous les 
calculs précédents subsistent comme pour un système triplement 
orthogonal où m (ou F) serait constant (*). Craignant quelque 
piège de raisonnement dans ce procédé rapide d*extension des 
résultats trouvés précédemment, nous avons refait les calculs de 
la méthode directe d'établissement de la formule (2), dans Thy- 
pothèse où les surfaces cp, ^ coupent F ^a suivant des courbes 
trajectoires orthogonales Tune de Tautre. Nous avons trouvé, 
comme Fauteur, 

U^ii =H?^-.l^i(J)V^(J)(^)-l^i(^y (3.) 
dt* iSfUll S^\dll\dtl iifUtl '" 

V\/K _^.^*'^^m\^(dA(df\ IJH/dA' 

''^^ =^d?-^^TMl ^TATtl\dil-ï-i^\di} ^^^ 

Wl/HK=p(^)\Qg)V2S^^, (5.) 

<î*x é^y ^z 



P = 



fx fy J*z 




V jj)' V 




9x iy Sz 

Sf Sf Sf 


, Q= 


âx Sy 6z 

S^f Sif> Jtf» 





fix fy ^z 




â^* S^* cf^* 




cfx ây âz 

âf Sf Of 


, S = 


âx ây âz 

âp ^ $^ 





Sf$^ âfâ^ Sfâ^ 

Sx ây âz 

$f âf 9f 

Sx Sy âz 

6^ â^ Jf 



(*) On n'a donc pas besoin de déterminer un système triplement orthogonal auquel 
appartienne la surface donnée, ce qui, en pratique, peut être extrêmement difficile. Comme 
le remarque l'auteur, on n'est pas même astreint à supposer cette surface susceptible de 
faire partie d'un pareil système, bien que ce soit, en général, toujours possible, au moins 
théoriquement. Nous dirons en général, parce que cette proposition comporte peut-être 
des exceptions, comme la plupart de celles ota l'on admet implicitement l'existence des 
dériTées des fonctions considérées. Soit dit en passant, la phrase où M de Sal?ert fait 
allusion au théorème d'Ossian Bonnet aurait dû être plus explicite : ce théorème a rap* 
port k une famille de surfaces et non à une surface individuelle, comme on pourrait le 
croire, en prenant le texte trop ii la lettre. 
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La troisième formule donne lieu à une remarque importante. 
Si les coordonnées orthogonales sur F sont les lignes de 
courbure, et si la trajectoire est la ligne géodésique, on trouve 






On a donc, pour cette courbe particulière, (S : l/HK) «» 0, 
et comme Texpression de S est indépendante de la forme de la 
courbe, il en sera de même pour une autre courbe quelconque, 
dans le système spécial de coordonnées ici employé. De plus, on 
trouve ainsi 

il' 11 

pour Texpression des courbures principales de la surface. Ces 
formules élégantes semblent nouvelles : elles peuvent servir à 
déterminer, pour la courbure (1 : p^pj) ^^ '^ surface, une 
formule plus élégante encore, équivalente à un résultat de Gauss. 

Deuxième partie. Au début de la seconde partie, M. de Salvert 
met les équations (3|),(3s) sous une forme qui le conduit, pour 
la trajectoire d'un point mobile sur une surface, à une équation 
différentielle qui nous semble le résultat général le plus remar- 
quable de tout le mémoire. Désignons les dérivées par rapport 
à r, par des accents, et soit di{(f, vp) = U V^Hd(p-+- Vl^Kdij/, 
^((p,i{/) étant la fonction de force, supposée existante. 

Les équations (3^) (32) pourront s'écrire, après multiplication, 
par 29', 2vp', 

^ 9f \ ^ ^1 

On déduit de là, en tenant compte de Téquation des forces 
vives : 

Jd(ii» + «•)=- d^(f , ^) ou i (u« + t)«) = $(f, *)-«-€, 
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et posant 



• ■■ * 



l'équation différentielle 

t/«d(t;') - v'd(M«) « (M« + V») [u'ii!^ rf^ - yj2^df\ . (4) 

L <r^ ^f J 

ou encore 

Chaque fois que Ton parviendra à intégrer cette équation, 
c'est-à-dire, à trouver une relation entre 9 et ^, Féquation des 
forces vives pourra ensuite servir à déterminer les coordonnées 
curvilignes en fonction de L 

Deux cas où Tintégration est facile se présentent d'eux-mêmes, 
savoir : 1* Lorsque 

^logHi (^loffKi 

H. = <!>(,), K, = T(^), ou -^-0, -^ = 0; 

^ Quand on a 

ou 

cyiogH. ^ JlogK, 

— 2 — = 0, = fonction de f 

L'auteur en signale ensuite un troisième , savoir, celui où 
l'on a 

H, = *.(?) hCf) — H^iWl K| = Y,{^)| T,(^) — ♦,{y)]. 
Dans ee cas, 

avec la condition »= V| (vp) — <ï>| (ç). 

Ce troisième cas comprend le second, qui comprend lui-même 
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le premier, mais on est forcé d'employer un procédé spécial pour 
intégrer les équations plus simples auxquelles on est conduit 
dans les deux premiers cas. 

Dans le cas d*un système triplement isotherme, les conditions 
précédentes sont remplies. Si, de plus, la fonction of vérifie la 
relation (cf-hC)[^(9) — V(t|;)]=ti),(?)— ^,(v|;), onse trouve 
dans le plus général des trois cas que nous venons de signaler, 
et Ton ramène à des quadratures, non seulement la détermina- 
tion de réquation de la trajectoire exprimée par une équation 
en 9 et ^, mais aussi celle de la relation qui lie ces variables 
au temps. 

On se trouve encore dans ce troisième cas où les intégrations 
peuvent se ramener aux quadratures, quand les expressions 
Hy K, ^ sont de la forme plus générale 

H = *i(?) Y,(^)û(,», ^), K « ♦,(,.) Y,Wa(|», <!•), 
a ^M^^{f)[9 -f- C] = Hf) - Y(^), 

qui pourra se rencontrer lors même que le système ne sera pas 
triplement isotherme, mais qui coïncide également avec le cas 
précédent en supposant que V^ et <f>2 soient des constantes, Q la 
différence entre une fonction de 9 et une fonction de ^. Pour 
abréger, Tauteur distingue les deux cas dont il vient d'être ques- 
tion sous les titres surfaces isothermeSy ou surfaces non iso- 
thermes; il faut entendre évidemment ces désignations des 
familles de surfaces composant le système coordonné auquel on 
rattache la surface proposée et non de cette surface elle-même. 

Le lecteur peut se demander, à propos de ces exemples remar- 
quables de réduction du problème aux quadratures, comment 
fauteur a pu les découvrir. La réponse à cette question se trouve 
dans la première note de Fappendice du mémoire : c'est en expri- 
mant la condition d'intégrabilité immédiate de l'équation différen- 
tielle où (ti^.'v^) serait la variable que M. de Salvert est arrivée 
ces cas si étendus, où l'on peut achever la solution analytique de 
la détermination complète de la trajectoire. Mais il ne s'est pas 
arrêté là. Dans une seconde note, il traite la question gêné- 
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raie du mouvement d'un point sur une surface quelconque ptar 
la méthode exposée dans la dynamique de Jacobin et il est con- 
duit de nouveau, d*une manière naturelle, dans le cas d'un sys- 
tème triplement isotherme ou non, aux cas d'intégrabilité com- 
plète signalés d'abord par lui. Les conditions imposées aux 
fonctions qui se rencontrent dans la question pour qu'on puisse 
ainsi pousser la solution jusqu'au bout sont donc essentielles f 
comme l'auteur le fait remarquer, et ne dépendent pas de la 
méthode qui y a conduit. 

La fin de la seconde partie est consacrée à quatre applications 
particulières. Dans la première, le savant professeur de Lille 
traite complètement la question du mouverinent d'un point assu- 
jetti à rester sur un ellipsoïde, et soumis à une force d'attraction 
émanant du centre et proportionnelle à la distance. L'ellipsoïde 
faisant partie d'un système triplement isotherme, il utilise les 
formules générales qu'il a établies pour ce cas, et ramène la solu- 
tion à des quadratures hyperellipliques du premier genre. En 
note et en appendice, il signale les points de contact de cette 
solution avec celle de Jacobi dans les Yorlesungen (pour le cas 
particulier où la force est nulle), et avec un travail moins connu 
de Schellbach dans le tome LIV du Journal de Crelle, Scbell- 
bach a trouvé l'équation de la trajectoire, mais il n'est pas arrivée 
la relation qui lie les coordonnées au temps. M. de Salvert montre, 
à la fin du mémoire, comment on peut retrouver ses propres 
résultats par la méthode de Jacobi. 

La seconde application n'est pas moins intéressante que la pre- 
mière, et l'auteur n'y fait pas moins preuve d'habileté analytique- 
Une remarque ingénieuse, que l'on trouve d'ailleurs aussi dans 
un mémoire de Neumann cité par M. de Salvert, lui permet de 
déduire du système triplement orthogonal de l'ellipsoïde et des 
deux hyperboloïdes homofocaux, celui qui est composé de sphères 
et de deux séries de cônes orthogonaux les uns aux autres et 
ayant leur sommet au centre commun des deux sphères. Cette 
remarque lui permet d'utiliser une grande partie des calculs 
relatifs au mouvement d'un point sur l'ellipsoïde, dans la solution 
de la question analogue pour un point se mouvant sur l'un des 
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cônes dont on vient de parler. Le point est soumis à deux forces, 
l'une émanant du sommet et variant en raison inverse du carré 
de la distance, Tautre de Taxe du cône et variant en raison inverse 
du cube de la distance h cet axe. L'auteur applique ici les for- 
mules données pour le cas où le système coordonné n'est pas sup- 
posé triplement isotherme. L'équation de la trajectoire dépend 
encore des intégrales hyperellipliques les plus simples, mais Tune 
des coordonnées est liée au temps par une relation où n'entrent 
que des fonctions élémentaires, ce qui provient sans doute de 
l'heureux choix du système de coordonnées. 

La troisième application est un problème traité par M. G. Neu- 
mann, par le moyen des équations d'Hamilton et de Jacobi : 
« Déterminer le mouvement d'un point matériel astreint a demeu- 
rer sur une sphère, et soumis à l'attraction exercée suivant la loi 
newtonienne par la masse entière d'un ellipsoïde homogène im- 
mobile, dont le centre coïncide avec celui de la sphère, et qu'on 
suppose renfermer dans son intérieur le volume entier de ladite 
sphère. » M. de Salvert adopte, pour traiter ce problème, le sys- 
tème de coordonnées coniques qui lui a servi dans la question 
précédente, et il retrouve, en quelques pages, sans aucune diffi- 
culté, les résultats obtenus par M. Neumann. 

La quatrième application se rapporte au mouvement d'un point 
matériel pesant, astreint à rester sur un paraboloïde donné (ellip- 
lique ou hyperbolique, mais non de révolution) dont l'axe est 
vertical; la vitesse initiale du point est supposée nulle. L'auteur 
déduit d'abord du système ellipsoïdal orthogonal, par passage à 
la limite, un nouveau système orthogonal, formé de trois para- 
boloïdes homofocaux, dont deux sont elliptiques et le troisième 
hyperbolique. Il montre ensuite que le paraboloïde donné appar^ 
lient à un système de ce genre. Gela fait, il résout facilement la 
question proposée, d'une manière complète, au moyen de ses 
formules générales. Quoique les résultats auxquels M. de Salvert 
arrive ainsi contiennent des intégrales hyperelliptiques, il par- 
vient à se rendre compte des principales circonstances du mou- 
vement, par des considérations élémentaires, dans les trois cas 
qui peuvent se présenter : 1* Le paraboloïde donné est ellip- 
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tique, et la pesanteur attire le mobile vers le sommet; 2° Le 
paraboloîde est elliptique, mais la pesanteur tend à éloigner le 
mobile du sommet;* Z" Le paraboloîde est hyperbolique. Nous 
devons signaler ici spécialement la discussion relative au chan- 
gement de signe des radicaux, qui permet à Tauteur d*établir 
d'une manière simple dans quel cas le mouvement est périodique, 
et lui fournit aussi la valeur des périodes. 

Troisième partie. Au point de vue spéculatif, la dynamique se 
confond avec la cinématique, au moins quand on étudie le mou- 
vement d'un seul point matériel; et la cinématique, à son tour, se 
confond, comme on Ta remarqué, avec la géométrie pure, 
puisque la variable indépendante t de la cinématique peut être 
remplacée par un paramètre à interprétation géométrique, sans 
que les calculs soient en rien altérés. L'étroite correspondance 
qui existe entre la théorie de la courbure et celle du mouvement 
d'un point sur une courbe, dépend de cette identité essentielle de 
la cinématique et de la géométrie, et elle a été signalée par M. de 
Salvert dans la première partie de son mémoire. II y revient au 
début de la troisième partie, pour établir l'équation différentielle 
des lignes géodésiques, sans faire intervenir la définition méca- 
nique de ces lignes, savoir qu'elles sont les trajectoires des points 
assujettis à se mouvoir sur une surface, sous l'influence unique 
de la vitesse initiale qui leur a été imprimée. Celte équation dif- 
férentielle s'obtient en supposant dans la formule (4) t^* constant. 

On trouve ainsi la relation 

beaucoup plus simple que l'équation aux dérivées partielles non 
linéaire de Jacobi, et plus avantageuse pour l'intégration que le 
système équivalent donné par Gauss, où cp et vp sont liés à s par 
deux équations différentielles. 

L'équation différentielle (5) est intégrable dans les trois cas 
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signalés plus haut à propos de Téquation plus générale (4). Il 
suffit de supposer ^ + C »> 1. Ces trois cas d*iniégration cor- 
respondent respectivement aux lignes géodésiques des surfaces 
cylindriques, des surfaces coniques ou de révolution, ou enfin 
aux surfaces susceptibles de faire partie d*un système triplement 
isotherme. Diaprés Téquation des forces vives, Texpression ^ est 
constante dans le cas actuel ; autrement dit, f et s sont des va- 
riables liées par une relation de la forme s =s at -^ b. 

Dans les trois cas d*intégration signalés plushaut,on,parvenaità 
trouver, non seulement la relation entre 9 et ^, ou Téquatiou de 
la trajectoire, mais aussi-la relation qui lie ( à (pet vp. Donc, dans 
le problème des lignes géodésiques, on pourra ramener, pour 
chacun des trois cas, la détermination de Téquation de ces 
courbes et leur rectification à de simples quadratures. La 
valeur de W est d'ailleurs devenue celle de la courbure de la 
ligne géodésique; dans les divers cas où Ton peut trouver 
réquation différentielle de cette ligne et la différentielle de son 
arc, on pourra aussi obtenir la valeur de W, comme l'auteur le 
montre en détail. Dans le troisième cas, qui est le plus général, 
on a 

H « *,(y)[«,(y)— Y.W], K = y,(*)[y,W — *,W], 



!»..(,) ^cO--'-Î^N^^^ 



w= 1 

Tout le reste du Mémoire est consacré à Tétude des lignes 
géodésiques des diverses catégories de surfaces. En voici Ténu- 
mération rapide. 

!• Plan; 2* Cylindre de révolution; 3* Surfaces cylindriques 
quelconques; l'^ Canes de révolution, sphères; S^ Surfaces de 
révolution. M. de Salvert détermine, dans ce cas. Tare et le rayon 
de courbure de la ligne cherchée; Q"" Surfaces coniques. Sa 
méthode le conduit encore ici sans peine au résultat analytique 
voulu ; mais peut-être exagère-t-il Pimportance de ce résultat. 
M. Villié nous a communiqué une méthode simple et naturelle 
de trouver, en coordonnées ordinaires, les lignes géodésiques 
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d'une surface conique z s= ^/"'l)* On a, en effet, pour équation 
différeniielie de ces lignes 



d— d— d — 

ds ds ds 



rfS-Mtj r{^ 



— 1 



On déduit de là 

, dx du dz .( dx dy dz\ _ 

0=xd — - -*- yd-r- -*- zd-- = d [x-r- -♦- y-r- -«- ^-7-] — »«» 
ds ds ds \ ds ds dsl 

dx du dz . • • • ^ 

x-r- -t- y-r- -4- z-- « « -4- c, x' -♦- y -•- 2r* = s' -t- 2c« -*- flr, 
ds ' ds ds 

OU, en développant sur un plan, r* = «' + 2c« -h y, équation de 
droites. Mais cette remarque ne diminue en rien la valeur des 
précieux développements analytiques rencontrés par notre savant 
collègue de Lille, en cherchant Téquation de Thélice conique et 
son rayon de courbure. Quelques-uns sont peut-être dignes de 
Taitention de ceux qui s'occupent d'analyse pure, parce qu'ils 
contiennent des intégrales hyperelliptiques, tandis que des résul- 
tats équivalents, dans le paragraphe suivant, ne renferment que 
des intégrales elliptiques. M. de Salvert cherche d'ailleurs aussi 
l'expression du rayon de courbure de l'hélice conique, en partant 
de la formule générale donnée dans son Mémoire sur la théorie 
de la courbure des surfaces^ et ce calcul direct, assez pénible, 
fait bien ressortir la supériorité des procédés de recherche 
exposés dans le présent travail. 

Il termine la théorie générale relative aux surfaces coniques 
par des applications aux surfaces spéciales ayant pour équations 

< L. / mz— yV 
y'= 'imyz — I X — mz arc cos . 

V tnz I 
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7* Surfaces de second ordre. Ce paragraphe est avec le dernier 
le couronnement du mémoire. L'auteur traite d'abord le cas de 
Tellipsoîde et des deux hyperboloïdes. Il retrouve sans peine la 
solution obtenue par Jacobi dans les Vorlesungerif mais il y 
ajoute un résultat, nouveau probablement, savoir l'expression du 
rayon de courbure de la ligne géodésique sous une forme très 
élégante; par exemple, pour Tellipsoîde, on a 
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Il reprend ensuite Tétude des surfaces coniques, en employant 
pour système triplement orthogonal des sphères et deux 
séries de cônes : il n'entre alors dans les équations finales que 
des intégrales elliptiques. Enfin, il aborde l'étude des para- 
boloïdes : il prend pour système coordonné les lignes de cour- 
bure de la surface même et il obtient ainsi, par une application 
directe de la méthode générale de la première partie, les résul- 
tats que Mindinga trouvés en passant à la limite dans la solution 
de Jacobi pour l'ellipsoïde. Toutefois, il faut signaler encore ici 
l'expression élégante du rayon de courbure de la ligne géodésique 
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pour le paraboloïde gx* -+- py'^ =^'ipcjz, 

8* Surfaces composant un système orthogonal triplement iso- 
therme. Le cas d'une surface susceptible de faire partie d'un 
système orthogonal triplement isotherme comprend la plupart 
des cas examinés précédemment. Dans ce dernier paragraphe, 
l'auteur présente en quelque sorte la synthèse des résultats obte- 
nus précédemment. A cet effet, il part des formules qui, d'après 
Lamé, caractérisent les quantités H, K, J pour un pareil système 
et il en détermine les lignes géodésiques. La solution s'applique 
même dans le cas où l'on n*emploie pas les coordonnées thermo- 
métriques. On peut ici encore ramener à des quadratures la rec- 



tification de la courbe et la détermination du rayon de courbure; 
l'expression qui donne celui-ci est très élégante, et relativement 
simple, si Ton tient compte de Tassez grande généralité des don- 
nées. 

Le mémoire de M. de Salvert se termine par un appendice 
étendu composé de trois notes. Nous avons déjà parlé des deux 
premières. La troisième, qui ne comporte pas moins de quarante- 
deux pages, est consacré d'abord à la détermination en grandeur 
et en direction du rayon de courbure de la trajectoire d'un point 
assujetti à rester sur une surface donnée, isotherme ou non; 
ensuite à des applications spéciales (ellipsoïdes, paraboloïdes, 
cônes dti second ordre); enfin, dans ce dernier cas, où la force, 
émanant du sommet du cône, est supposée varier en raison 
inverse du carré de la distance, l'auteur discute d'une manière 
complète le mouvement du point sur la surface, comme il Ta fait 
dans le corps même de la seconde partie, pour le mouvement sur 
sur le paraboloïde. 

Telle est l'analyse du beau mémoire de M. de Salvert. Nous 
regrettons que notre incompétence dans la théorie des coordon- 
nées curvilignes et en mécanique analytique nous empêche d'en 
signaler avec plus de précision la portée véritable et d'attirer 
l'attention sur tous les points particuliers qui sont propres à l'au* 
teur (*). Autant que nous pouvons en juger, la réduction du 
problème du mouvement d'un point sur une surface à l'intégra- 
tion de l'équation (4) et de l'équation des forces vives, nous 
semble constituer un progrès sérieux dans le domaine de la 
mécanique analytique du point matériel. Les applications que 
l'auteur a faites de sa méthode aux cas où l'intégration se réduit 
à de simples quadratures, soit dans la question du mouvement 
d'un point sur un ellipsoïde ou sur un cône, soit dans celle 
de la recherche des lignes géodésiques, en prouvent la fécondité 



(*) A ma prière, M. Villié, professeur à l'Université catholique de Lille, a bien voulu 
dépouiller les grandes collections mathématiques (Grelle, Liouville, etc.), pour vérifier si 
aucun géomètre n'avait rencontré quelqu* un des résultats obtenus par M. de Salvert De 
mon côté, j'ai fait quelques recherches semblables. Nous n'avons rien trouvé qui ne soit 
signalé par M. de Salvert lui-même dans les notes de son mémoire. 
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pratique, si Ton peut ainsi dire. Cest un honneur de retrouver, 
comme Ta fait M. de Salveri, des résultats que Jacobi n*a obte- 
nus qu'en profitant des progrès de la dynamique accomplis pen- 
dant le quart de siècle écoulé depuis la mort de Lagrange. C*est 
un honneur surtout, quand ces résultats sont retrouvés et géné- 
ralisés par une méthode systématique tout à fait différente de 
celle du géomètre de Kônigsberg. 

Le mémoire de M. de Salvert est écrit avec une élégance et 
une clarté remarquables. Ce n*est pas lui qui pourrait dire avec 
le poète : Brevis esse laboro, obscurus fio. On pourrait plutôt 
lui reprocher le défaut contraire. Le désir d'initier progressive- 
ment le lecteur à sa méthode d'intégration lui a fait traiter, peut- 
être avec un peu de prolixité, certains cas particuliers de la 
recherche des lignes géodésiques. Peut-être aussi pourrait-il 
rejeter en appendice, en Tabrégeant, le premier mode d'établisse- 
ment des formules fondamentales, celui qui n'est pas direct, et 
suppose connu le mémoire de l'auteur cité au début de cette 
analyse. Enfin, nous regrettons l'emploi de la notation spéciale à 
l'auteur pour désigner les dérivées partielles d'une fonction 
F(x, y, z,...) de plusieurs variables indépendantes ou non, par 
rapport à chacune de ces variables. Au lieu d'écrire, avec 
Jacobi, -^ , ou mieux, avec Laplace , j^ , M. de Salvert emploie la 
notation hardie -, dont il s'est servi dans son Mémoire sur la 
courbure des surfaces. Ne faudrait-il pas au moins indiquer 
explicitement, dans l'introduction, pour le lecteur qui n*a pas cet 
autre mémoire sous les yeux, le sens de cette fraction d'un nou- 
veau genre (*). 

Nous soumettons ces petites observations critiques à M. de 
Salvert, persuadé qu'il sait mieux que personne dans quelle 
mesure il y a lieu d'en tenir compte, et nous proposons à la 
section de voter l'impression de son remarquable travail et 
d'adresser des remerciements a l'auteur. (Le Mémoire de M. de 
Salvert est publié dans les Annales de la Société scientifique 



(*) U a été donné satisfaction à ce Tœu, par une note insérée dans l'Introduction pos- 
térieurement au dépôt du Rapport. 
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de Bruxelles, 1886-1888, l. X, 2* partie, pp. 293-408, et t. XI, 
2« partie, pp. 1-138). 
Gand, 30 septembre 1886. 

M. Gilbert expose le résultat de ses recherches sur les accélé- 
rations d'ordre quelconque. Il montre comment, en partant de 
la théorie du mouvement relatif, on obtient les composantes de* 
Taecélération d'ordre n suivant trois directions rectangulaires 
variables et, en particulier, suivant les normales aux surfaces 
d'un système triple orthogonal. 

M. Mansion fait connaître une nouvelle formule de quadrature 
(voir Mathesis, 1887, t. VII, pp. 82-84). 

M. Goedseels présente quelques observations au sujet des 
instruments à trois vis calantes : 

Un grand npmbre d'instruments sont munis de trois vis 
calantes destinées à corriger le manque d'horizontalité des plans 
de support. Or, lorsqu'on fait mouvoir la troisième vis, après 
avoir opéré sur les deux premières de la manière connue, on 
fait tourner les horizontales du plan des deux premières vis 
autour de la droite passant par le pied de celles-ci, c'est-à-dire, 
autour d'un axe incliné sur l'horizon. Les lignes rendues hori- 
zontales par une première opération perdent donc leur hori- 
zontalité, et la mise en station d'un instrument ne peut se faire 
que par des approximations de plus en plus approchées. 

Ce défaut embarrasse considérablement les débutants et ceux 
qui ne manient les instruments qu'à des époques un peu éloi- 
gnées. 

Sans revendiquer la priorité de l'observation qui précède, 
M. Goedseels s'étonne de l'absence de tout dispositif correctif, 
surtout dans les instruments de topographie. Il préconise l'em- 
ploi de deux vis prenant écrou dans le support, et servant d'appui 
aux deux premières vis calantes. 

Il suflirait, avant de placer l'instrument sur son support, 
d'amener les parties supérieures des deux vis d'appui dans un 
même plan horizontal. 
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Jeudiy S7 janvier 18S7. — La section prend connaissance du 
rapport de M. Pasquier sur le travail présenté antérieurement 
par M. Guyétand. M. Gilbert, second commissaire, présente 
quelques observations sur le même sujet. La section, se ralliant 
à Tavis des commissaires, propose Finserlion du mémoire de 
M. Guyétand aux Annales de la Société (voir 2* partie, p. 320). 

Le R. P. Carbonnelle présente au nom de M. le général de 
Marsilly et analyse brièvement une note sur les éléments de la 
géométrie. 

Ce travail est renvoyé à Pexamen de M. De Tilly. 

M. Gilbert entretient la section de la théorie des courbes 
enveloppes de droites mobiles, et indique un moyen simple d'in- 
terpréter géométriquement les équations qui se rencontrent dans 
cette théorie. 

M. Mansion développe quelques considérations sur le dernier 
théorème de Fermai. 11 montre, en particulier, que de la rela- 
tion X" H- y" =» 2", entre nombres entiers, si n est premier et 
impair, on peut déduire cette conséquence : n divise les fonc- 
tions numériques (f (or), cp (ty), f (z). 

Lundi, 18 avril 1887. — M. Mansion, exposant la suite de 
ses recherches sur l'histoire des mathématiques, entretient la 
section de trois espèces de quantités qu'il appelle les indéfi- 
niment petits, les infiniment petits, et les pseudo-infiniment 
petits. 

Cette communication sera publiée dans la Revue des questions 
scientifiques. 

M. Gilbert communique verbalement à la section la solution 
d'un problème de géométrie se rattachant à la théorie des tra- 
jectoires. 11 s'agit de trouver la courbe qui coupe en deux parties 
égales et orthogonalement, à la fois, les cordes menées suivant 
une loi convenable entre deux courbes données. Dans le cas 
simple où celles-ci se réduisent à deux droites parlant d'un 
même point, la bisectrice de l'angle n'est qu'une solution parti- 
culière ; il y en a une infinité d'autres données par une équation 
transcendante. 



M. Mansion revient sur les observations déjà faites par lui 
dans les séances antérieures au sujet du principe de substitution 
des infiniment petits ; les remarques du savant professeur 
donnent lieu à un échange d*idées entre diflTérents membres de 
la section. 

M. Gilbert signale, dans les comptes rendus de TAcadémie 
des sciences, une note de M. Pincxon donnant une construction 
simple de rherpolodie. 

M. Mansion annonce qu*il présentera ultérieurement une 
note sur la définition des invariants, et demande M. Le Paige 
comme commissaire. 

Mordit 49 avril 4887. — M. Gilbert entretient la section de 
la recherche des accélérations des points d'un corps solide tour- 
nant autour d'un point fixe : il donne différentes constructions 
géométriques de ces accélérations et plusieurs théorèmes qui s*y 
rapportent 

LeR.P. Carbonnelle présente, au nom de M. Maurice d*Ocagne, 
une note sur les péninvariants des formes binaires, et donne 
lecture d'une lettre de l'auteur indiquant le sujet et la portée de 
ce travail (voir 3* partie, p. 314). 

Le R. P. Carbonnelle lit une lettre de M. De Tilly, dans 
laquelle celui-ci rend compte du travail présenté par M. le 
général de Marsilly sur les éléments de la géométrie. Le 
R. P. Carbonnelle, second commissaire, se rallie aux conclusions 
de ce rapport. La section, se rangeant è l'avis des commissaires, 
estime qu'il n'y a pas lieu d'insérer ce mémoire aux Annales de 
la Société. 

Jetfdt, 24 avril 4887. — Le R. P. Perry donne un compte 
rendu sommaire des premières réunions de la Conférence inter- 
nationale de photographie céleste, en ce moment réunie à Paris. 

La Conférence se compose des astronomes les plus distingués 
du monde entier, au nombre d'une quarantaine. 

MM. Roberts en Angleterre et Henry, frères, en France sont 
les astronomes qui ont le plus perfectionné, jusqu'à ce jour, la 



photographie céleste. MM. Henry ont Toeil à la lunette pendant 
tout le temps de la pose, tandis que M. Roberts règle le mouve- 
ment de l'appareil par des moyens mécaniques : il arrive ainsi à 
prolonger beaucoup les poses. 

G*est ainsi que, grâce à une pose de trois heures» il a trouvé 
une nébuleuse nouvelle entourant celle d'Orion ; il a aussi 
aperçu, dans la nébuleuse des Pléiades, une espèce de comète 
que M. Tempel avait déjà trouvée. MM. Henry disposent d'in- 
struments plus parfaits qui leur permettent d'obtenir des 
épreuves magnifiques, quoique naturellement moins complètes» 
en 5 ou i minutes. 

Les plaques au gélatino*bromure, employées par tous ces 
astronomes, sont préparées à Gand par la maison Van Monck- 
hoven. 

L'objet du congrès de Paris est de déterminer les meilleurs 
moyens de construire par la photographie une carte céleste 
complète. 

Le Congrès, en premier lieu, a proclamé l'utilité considérable 
de ce travail et la possibilité de le mener à bonne fin. 

On en chargerait trois ou quatre observatoires dans l'hémis- 
phère sud, et quatre ou cinq dans l'hémisphère nord. Les pre- 
miers pourraient être ceux du cap de Rio et de Melbourne; parmi 
les seconds, ceux de Paris, de Londres, de Potsdam et de Saint- 
Pétersbourg. 

En second lieu, le Congrès s'est occupé du choix de l'instru- 
ment, lunette ou télescope, qui servirait à l'obtention des clichés. 
On a choisi à l'unanimité la lunette, à cause de la longue habi- 
tude qu'exige le maniement du télescope. 

Le type de lunette choisi est celui de MM. Henry de O"",?? 
d^ouverture, qui donne les étoiles de 16" grandeur. 

On s'arrangera de façon à obtenir sur chaque carte partielle au 
moins treize ou quinze étoiles, parfaitement déterminées par les 
observations ordinaires, et qui serviront de repères pour les 
mesures relatives aux autres étoiles. 

On a émis au Congrès l'opinion qu'avec huit observatoires on 
achèverait la carte photographique du ciel en cinq ans. 
XI. e 



Le P. Perry estime qu*il faudra un temps au moins double. 
I.ies positifs sur verre seront pris dans les grands observatoires 
dépendant des gouvernements, et cela en raison du coût consi- 
dérable de CCS travaux. 

Chaque lunette coûtera 50,000 francs. Il faudra dans chaque 
observatoire un astronome et deux aides, exclusivement occupés 
delà construction de la carte. 

— Après quelques observations échangées au sujet de cette 
intéressante communication entre divers membres de la section 
et le P. Perry, celui-ci termine en annonçant son prochain 
départ pour Moscou, où il compte observer Téch'pse totale du 
soleil. 

M. Gilbert communique ensuite quelques remarques au 
sujet des analogies qui existent entre la statique et la cinéma- 
tique. L'explication que le géomètre italien Novarese a récemment 
donnée de ces analogies est, d'après M. Gilbert, purement 
formelle. Cette explication, il faut la chercher dans la nature de 

la force. 

La section procède ensuite au renouvellement de son bureau ; 

son! élus : 

Président, le R. P. Peert. 

Vice-Présidents, MM. Mansion et Cousin. 

Secrétaire, Dctordoir. 
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i, 21 avril t8S7. — M. Van Bierviiet présente les obser- 
vations suivantes au sujet de la graduation des galvanomètres 
et ampères-mètres. 

Notre savant confrère M. Witx a publié, dans le Journal de 
pkgsique, une note dans laquelle il signale Tinfluenee du fer 
employé dans les constnieiions sur les déviations do galvano- 
mètre. 

Pour faire saisir la portée pratique de ce travail, il me suffira 



de rappeler ce fait, constaté par M. Witz, qu*un courant donné 
peut produire dans une même boussole, suivant la position de 
celle-ci, une déviation de 55** ou de 47°. 

J'ai eu récemment l'occasion non seulement de constater la 
parfaite exactitude des faits énoncés par M. Witz, mais encore 
de reconnaître que les circonstances dans lesquelles ces faits se 
produisent se réalisent plus fréquemment qu'on ne pourrait le 
croire. 

Ayant construit une douzaine de galvanomètres tous identiques, 
j'entrepris d'en faire la graduation ; à cet effet, je les disposai en 
série dans un même circuit électrique. Je vis bientôt trois de 
ces instruments, semblablement placés par rapport à un des 
murs du laboratoire, donner constamment des déviations supé- 
rieures à celles du groupe restant. Mon attention se porta sur ce 
mur, et je reconnus dans le même plan à l'étage inférieur la 
présence de deux colonnes de fonte. C'était vraisemblablement 
la cause de la sensibilité anormale des appareils. 

Pour m'en assurer, je fis l'échange des trois galvanomètres 
avec trois autres. Immédiatement les déviations semblèrent 
transportées d'un instrument à l'autre, se montrant ainsi clai- 
rement fonctions de la position de l'aiguille aimantée dans 
l'espace. 

En traitant de la graduation du galvanomètre, il ne sera peut- 
être pas hors de propos de faire remarquer que l'application de 
la règle des sinus n'exige pas la construction d'appareils spéciaux. 

Tout galvanomètre peut servir de boussole des sinus» si l'on 
utilise convenablement le limbe divisé sur lequel se meut 
l'aiguille. 

Ayant lancé dans l'appareil le courant à mesurer, on fera 
tourner le galvanomètre sur la table jusqu'à annuler la dévia- 
tion ; si l'on vient ensuite à ouvrir le circuit, l'aiguille aimantée, 
redevenue libre de ses mouvements, se placera dans le méridien 
magnétique et marquera sur le limbe divisé Tangle dont on a 
fait tourner le plan du cadre multiplicateur par rapport au 
méridien, angle dont le sinus est proportionnel à l'intensité du 
courant. 
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II est procédé au dépouillement du scrutin pour l'élection du 
bureau qui se trouve ainsi constitué. 

Président, MM. Fr. Dewalque. 

Vice-Présidents^ Thibaut et le R. P. Van Tricht. 
Secrétaire, Van Biervliet. 



Troisième section. 



Mercredi, 27 octobre 1886. — M. Tabbé Boulay présente un 
travail sur des végétaux trouvés par lui dans des terrains qua- 
ternaires. 

La section propose Tinsertion dans les Annales du mémoire 
de M. l'abbé Boulay (voir 2* partie, pp. 177 et 186). 

M. le marquis de Nadaillae développe quelques considérations 
au sujet des trépanations remarquées sur des crânes préhisto- 
riques recueillis en Amérique. 

M. Tabbé Smets décrit deux nouvelles espèces de Tortues 
rupcliennes (voir 2* partie^ p. 291). 

M. Tabbé Smets montre les restes d'un reptile, probablement 
nouveau, provenant des sables d'Aix-la-Chapelle; fauteur le 
place parmi les Hadrosauriens. 

M. Dollo entretient la section de la glande pinéale; il résume 
les recherches de M. Baldwin Spencer, d*après lesquelles cet 
organe représenterait un œil pariétal. 

M. Proost montre deux individus d'Ammophile hérissée cap- 
turés dans les environs de Bruxelles; il a pu instituer sur cette 
espèce des observations qu'il a faites en vase clos, et non eo 
pleine campagne, ainsi que M. Fabre l'avait pratiqué autrefois. 
M. Proost signale que le ver blanc s*attaque quelquefois au grain 
en nature. 

Jeudiy 27 janvier 1887. — Le R. P. Van den Gheyn analyse 
plusieurs publications ethnologiques récemment parues, puis il 
discute l'origine Scandinave attribuée aux Aryas par M. Penka. 



M. le D' Delgeur exhibe les atlas des missions publiés par 
le R. P. Werner et M. Grûndemann. 

M. de la Vallée Poussin présente la note suivante : 

Note sur un caillou d'origine volcanique des sables pliocènes 

d'Anvers. 

J'ai déjà eu Toeeasion de décrire un galet extrait à Anvers par 
M. Reymaekers h la base des sables à Fusus contrarius, qui 
appartient à la famille des Andésites, et conséquemment aux 
roches éruptives récentes (•). 

Les roches éruptives de ce genre les plus rapprochées d'Anvers 
que nous connaissions sont situées dans le bassin du Rhin. J*ai 
fait remarquer que la présence de ce fragment dans les couches 
précitées semble indiquer un rapport entre le bassin actuel de 
TEscaut et celui du Rhin à l'époque pliocène. Un deuxième 
caillou, extrait des mêmes couches et découvert par le même 
observateur, m'a été remis Tan dernier. C'est un petit galet 
d'une couleur noir brunâtre très foncée, rayant le verre, où sont 
disséminés quelques grains vitreux, les uns blancs, les autres 
verts, et accompagnés de grains pyriteux. 

L^observation en plaques minces m'a fait reconnaître dans ce 
fragment un basalte feldspathique. Au microscope, on observe 
une masse fondamentale très abondante, d'un brun noirâtre, très 
peu transparent, et qui enveloppe un bon nombre de cristaux et 
de microlithes de diverses espèces minérales qui lui donnent un 
aspect porphyrique. 

Parmi ces ségrégations, on reconnaît d'abord des plagioclases 
maclés selon la loi de l'albite, dont les plus grands portent des 
signes d'altération et dont la plupart des autres, de moindres 
dimensions, sont beaucoup plus frais et assez transparents. 

Les plagioclases les plus nets ont la disposition microlithique 
allongée, suivant la zone pg'. Ils constituent des agrégats 



(M Ànn, de la Soe. géologique de Belgique, t. XII, p. 66. 



polysynlhétiques, à lames hémitropes serrées et souvent inégales 
en longueur, d*où il résulte que les extrémités de Tassemblage 
offrent des dentelures très prononcées. On sait que ce mode 
d'assemblage, admirablement reproduit dans les basaltes de 
Palma aux Canaries (*), se^ retrouve chez beaucoup d'autres 
basaltes analogues des iles océaniques, de TEurope et des autres 
continents. 

Dans le fragment d'Anvers, les directions d'extinction se sont 
présemées symétriquement de part et d'autre du plan de macle 
dans un certain nombre de cas. Les écarts étaient toujours con- 
sidérables, variant de 22** à ZG"" ; ce qui décèle des plagioclases 
très riches en calcium, compris entre la Bytownite et l'anorthite, 
et qui doivent correspondre à l'une ou l'autre des combinaisons 
comprises entre 1 d'albite pour 3 d'anorthite et l'anorthite elle- 
même (*). En regardant de près, on retrouve encore un autre 
mode de groupement chez ces plagioclases, à savoir, la macle de 
Baveno. Je l'ai observée dans des sections rectangulaires dont 
les deux moitiés, alternativement éclairées et obscures entre les 
niçois, se joignent suivant la diagonale. Je la vois surtout repro- 
duite dans des cristaux microlithiques formant des croix réguliè- 
res. MM. Fouqué et Michel Levy (') remarquent que ces croix 
rectangulaires de plagioclases microlithiques n'offrent pas, entre 
leurs éléments cristallins, le mode d'agencement régulier de la 
macle de Baveno. Mais il est de ces croix dans le fragment 
d'Anvers dont les branches polysynthétiques se joignent par des 
biseaux parfaitement caractérisés, et c'est pourquoi je liens 
qu'elles sont régies par la formule de Baveno. D'ailleurs, dans 
cette même roche, il est beaucoup d'autres groupements stelli- 
formes dont les branches se croisent par des angles obliques, qui 
sont régis par d'autres lois et qu'il faut rattacher sans doute à 



(*) Conf. Sammlung ron Mikrophotographie zur Veranschaunlichung der mikroskth- 
pischen Stritctur von Mineralien und Gesteine, Ë. COHEN, Taf. XXX. 

(S) Conf. la tab)e de M. Schuster construite d'après la formule de Mallard. Mikrosko- 
pische Physiographie, 2* Auf. RosENBUSCH, 1, p. 535. 

(>) Minéralogie micrographique, p. S32. 
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ces assemblages microlithiques et radiés, communs chez les 
basaltes (*). 

Beaucoup de ces plagioclases, allongés suivant la zone pg\ 
ont de 0,4 à 0,9 millimètre de longueur. J'en ai observé qui 
avaient été rompus transversalement et dont les morceaux 
avaient joué sous Tinfluence du magma. D'autres feldspaths, de 
plus grandes dimensions et qui n'ont pas le même mode d'allon- 
gement que ceux qui précèdent, sont beaucoup plus troubles ; les 
limites de leurs lames hémitropes manquent de netteté et portent 
des marques de corrosion. Ils appartiennent évidemment à un 
stade antérieur de la cristallisation. 

On reconnaît aussi des cristaux d'olivine, à leur grand pouvoir 
biréfringent, à l'aspect chagriné caractéristique de la surface de 
polissage, aux traces rectangulaires des plans de clivage, aux 
extinctions qui correspondent à la direction de ces plans, à la 
coupe des cristaux où l'on remarque l'inclinaison voisine 
de 80% déterminée par la rencontre des faces du brachy- 
dôme k =» e*, si fréquente dans les sections de ce minéral, 
enfin aux couleurs si vives qu'il présente à la lumière polarisée. 
Le plus grand axe de ces cristaux va généralement de 1 i 3 cin- 
quièmes de millimètre. Mais il existe quelques cristaux qui 
atteignent ou dépassent le double de cette grandeur. Ce minéral 
contient peu d'inclusions dans la roche d'Anvers. Je n*y ai observé 
que quelques^ grains noirs opaques, appartenante la magnétiteou 
au fer titane. Je n'y ai pas constaté de transformation serpenti- 
neuse, et il ne porte d'autres signes d'altération que quelques 
corrosions envahies par le magna fondamental, et des cassures 
avec séparation des fragments entre lesquels sont venus parfois 
s'intercaler des cristaux de plagioclases. 

La masse fondamentale où sont enveloppées les ségrégations 
qui précèdent est d'un brun noirâtre, si foncé en certains 
endroits qu'elle ne se laisse presque pas traverser par la lumière 
ordinaire. Mais elle pàlit ailleurs et, dans les portions les plus 



(A) ROSENBOSCH. Op. eit^ 4«' Aof., t. n, p. 426. — Conf. Vklaim : Les volcani, ce qu'Ui 
sont et ce qu'ils nous apprennent, p. 90, fig. 34, 36. 
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minces de la préparation, elle passe à la nuance de sépia» bien 
connue dans les produits plus ou moins vitreux des basaltes. 
Sur ces plages très sombres se détachent un grand nombre de 
très petits microlithes incolores, transparents et biréfringents, 
offrant la disposition efSIée et fourchue qu*on a signalée à bien 
des reprises chez^Ies microlithes d*augite, d'olivine et de feldspath 
des laves anciennes et récentes. Ceux auxquels on a affaire ici 
appartiennent aux plagioclases, chacun d*eux se comportant à la 
lumière polarisée comme une macle simple d'albite. D*ailleurs 
les directions d*extinction, généralement très obliques à Taxe 
longitudinal, accusent des feidspaths basiques plus ou moins 
rapprochés de Tanorthite. 

Il existe un lien intime et visible entre la plupart des minéraux 
feldspathiques du fragment basaltique d'Anvers, car il est 
commun d'y voir des cristaux bien terminés, appartenant à la 
catégorie de ceux que nous avons décrits d^abord, ayant V3 ou 
7^ millimètre de longueur, porter à Tune ou Tautre extrémité 
des pointes effilées, des sortes d'aiguilles qui ont du se produire 
simultanément avec les microlithes fourchus. Ces -appendices 
feldspathiques aciculaires sont orientés optiquement comme le 
noyau cristallin auquel ils se rattachent. On a montré, dans ces 
dernières années (*), que les feidspaths de quelques roches 
étaient susceptibles de s*accroitre et de se compléter longtemps 
après une première consolidation, comme il arrive si fréquem- 
ment aiix grains cristallins du quartz. Mais, dans le cas présent, 
le passage est si graduel entre les diverses ségrégations feldspa- 
thiques de la roche, qu'elles doivent être comprises nécessaire- 
' ment dans une même phase de consolidation, les feidspaths 
corrodés et troublés que j'ai signalés ci-dessus étant, bien 
entendu, mis à part. 

La masse intermédiaire où se développent les microlithes 
fourchus est très faiblement translucide à la lumière ordinaire, et 
ne s'éclaire que très incomplètement et partiellement entre les 



(t) American journal of suence. May, 1884. Van Bise. Elargements offeldspar 
fragmentt. 
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niçois. Aux forts grossissements elle se décompose en une multi- 
tude de stries d*une extrême finesse, tantôt plus ou moins paral- 
lèles, tantôt divergentes et où des éléments fibreux plus clairs, 
faiblement translucides, alternent avec des fibres opaques. Ces 
fibres microscopiques sont rangées fréquemment par séries 
parallèles, insérées verticalement ou obliquement sur un ou 
plusieurs microlithes qui servent d*axes. Cette structure est 
commune aux agrégats squeletti formes de plusieurs éléments 
habituels des roches éruptives. Celle dont il s'agit rappelle parfois 
la structure en fougères des microlithes d'augite signalée pour la 
première fois par Zirkel dans les pechsteins d'Arran, et retrouvée 
avec des variantes parle même lithologiste dans diverses variétés 
de trichites des basaltes feldspathiques de la Scanie et des envi- 
rons de Rome ('). Je pense que les produits correspondants du 
fragment d'Anvers appartiennent à une dévitrification augitique de 
la masse vitreuse du basalte. Ils s'éclairent faiblement entre les 
niçois et s'éteignent obliquement à leur longueur. L'élément 
ferrugineux surabondant doit s'être concentré dans les fibres 
pectiniformes opaques qui s'insèrent entre les précédentes. A 
côté des produits mentionnés, on rencontre, dans les plages les 
plus anciennes de la préparation, des parties absolument 
isotropes bien que claires et transparentes qui, inspectées au 
grossissement de six cents fois, se décomposent en éléments 
fibreux parallèles disposés par rangées. Cette substance est 
évidemment un produit microfelsitique. 

La description qui précède apprend que le fragment d'Anvers 
provient d'un basalte feldspaihique renfermant une base en 
partie microfelsitique et en partie incomplètement dévitrifiée. 

Ce mode de microstructure n'est pas rare dans les scories 
basaltiques. D'après cela, la mer du crag anversois à Fusus 
conirarius, où sont creusés les nouveaux bassins d'Anvers, 
doit avoir été en rapport avec une contrée où exislaient des 



(<) Zeittchrift der deutsch geologisch GenetUcha/t, t, XXUI, iSTl, pp. 45 et suiv 
Conf. Untertuekung ûber die mikroskopische Zusammentebung und Siructur der 
Basaltgesieine, Bonn, 1870. 
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masses basaltiques de l*ére tertiaire. Je ne vois pas de région 
plus rapprochée que celle du Rhin et de TEifel qui ait pu en 
fournir des fragments aux dépôts littoraux pliocènes du bas 
Escaut. On peut trouver^ en effet, notamment dans les environs 
de Bonn, des scories de basalte feldspathique dont la micro- 
structure se rapproche beaucoup de celle qu*on vient de décrire. 

La section propose Tinsertion de cette note aux Annales. 

M. Oomen communique les résultats de nouvelles recherches 
ozonoscopiques qu'il a instituées & Anvers; d'après lui, le vent 
seul, surtout le vent d'ouest» exerce une influence efficace sur le 
papier amidonné imprégné d*iodure de potassium ; l'état élec- 
trique de l'air et les orages ne semblent pas impressionner le 
papier réactif. 

M. Proost annonce qu'il a pu garder vivants» en vase clos, 
jusqu'en janvier, des exemplaires d*Ammopbile hérissée. 

iM. De Lantsheere expose l'éiat actuel des connaissances au 
sujet du peuple des Hittites (voir la Revoie des questions scien- 
tifiques, 20 avril 1887). 

Lundi, t8 avril 18S7. — M. Dollo entretient la section des 
métamorphoses des muscles et des applications qu'en peuvent 
tirer les paléontologistes. 

M. Dollo montre deux vertèbres appartenant i un Plésiosau- 
rien nouveau trouvé dans le poudingue de Cuesmes. 

M. De Lantsheere parle sur la population de TEspagne pri- 
mitive. Cette question amène un échange d^observauons entre 
MM. De Lantsheere, de Voi^^ et le R. P. Van den Gheyn. 

M. Blariaux envoie un mémoire sur la géologie du golfe du 
Cotentin. La section désigne M. de la Vallée Poussin comme 
commissaire chargé de prendre connaissance de ce travail. 

Jforrft, 49 avril 48S7. — La seciion procède à l'élection du 
bureau, qui se trouve ainsi conslitué : 

Prèsidenf^ le R. P, Van dc!<i Gbcyx; 

Vice-prèsideHts^ MM* le D' DfiLGita et la rlianoine Dilvigiib. 

BcisscacT. 
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Le R. P. Van den Gheyn propose de mettre au concours la 
question suivante : « Etudier et discuter les diverses classifica- 
tions qui ont été proposées pour Tordre des Chéloniens. » 

La section décide que cette question sera proposée pour appro- 
bation au Conseil de la Société scientifique. (Voir, p. iv, la liste 
des Questions au concours.) 

M. Tabbé Smets met sous les yeux des membres de la section 
un os hyoïde d'un Mystacocète fossile du crag d^Anvers. Quoi- 
qu'il soit impossible, dit-il, de le rapporter à une quelconque 
des nombreuses espèces décrites, il offre un certain intérêt; jus- 
qu'à présent manquent dans les collections les os hyoïdes, le 
sternum et les os du bassin des Cétacés à fanons d'Anvers. 

II pense que plusieurs d'entre eux ont eu plusieurs paires de 
côtes articulées au sternum, et s'écarteraient par là des Mysta- 
cocètes actuels, pour se rapprocher des Ziphioides. Il fait con- 
connaitre un travail récent de M. Lyddekker {The Cetacea of the 
Suffolk crag : Quarterl. Journ. of the geological Society. 
February 1, 1887, p. 7), sur les Cétacés du crag de Suffolk, où 
un grand nombre de nos espèces d'Anvers sont représentées. 

M. Lyddekker a introduit de nombreuses modifications dans 
les dénominations des Mystacocétes. En attendant que le savant 
naturaliste anglais justifie ses modifications, M. Smets croit qu'il 
n'y a pas de raison d'adopter les appellations nouvelles et 
d'abandonner celles proposées par le premier de nos paléonto- 
logistes. 

M. l'abbé Smets fait encore la communication suivante sur la 
mobilité de la queue des Tortues. 

La qtieue des Tortues. 

Les vertèbres cervicales des Chéloniens possèdent des carac- 
tères spéciaux, en rapport avec la grande flexibilité du cou et 
rétendue des mouvements exécutés par cette région. 

La queue de ces animaux peut également se retirer sous la 
carapace par flexion latérale. 

Nous nous sommes demandé si les vertèbres caudales pos- 
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sédent aussi un caractère ostéologique en rapport avec cette 
faculté. A cet effet, nous avons examiné la queue de plusieurs 
Chéloniens, et nous sommes arrivé à la conclusion que la flexion 
latérale est favorisée par une dissymétrie particulière des vertèbres 
caudales, se manifestant surtout dans les zygapophysei et dans 
les premières vertèbres de cette région. J'ai Thonneur de mettre 
sous les yeux des membres de la section les vertèbres caudales 
d'une Testudo sulcala^ Mil., où cette dissymétrie est très appa- 
rente. 

M. de Vorges entretient la section du but et de l'organisation 
du futur Congrès scientifique de Paris. 

Mercredi, SO avril 1887. — Le P. Van den Gheyn fait une 
communication sur Yhomme préhistorique dans la basse Bel- 
gique. 

« Depuis une dizaine d'années, des explorations régulièrement 
menées et couronnées d'un plein succès sont venues démontrer 
qu'à l'époque néolithique notre contrée était habitée au nord 
comme au sud. Le P. Van den Gheyn signale les recherches de 
notre confrère M. van Overloop, à Mendonck, dans son ouvrage 
Sur une méthode à suim^e dans les études préhistoriques. Il rap- 
pelle ensuite la découverte de la cité lacustre de Smcermaes, 
près Maestricht, faite par M. G. Ubaghs; mais il insiste surtout 
sur les intéressants travaux de M. le D' Van Raemdonck, qui a 
retrouvé des traces nombreuses de l'homme préhistorique au 
Pays de Waes. Enfin, le P. Van den Gheyn se permet de rap- 
peler que MM. van Ertborn et Claes ont recueilli des vestiges 
de l'homme dans la province d'Anvers, et qu'il a lui-même con- 
signé les données de ces recherches dans son travail sur 
V Homme préhistorique d'Anvers, publié pour le grand ouvrage 
de M. Génard, Anvers à travers les âges. 

» La présence de l'homme constatée dans la basse Belgique aux 
anciennes époqiies, appelle tout naturellement la question de 
savoir quel lien rattache les populations préhistoriques du nord 
et du sud de notre pays. La grande similitude dans le travail des 
silex ouvrés et l'identité de la matière première employée rendent 



— li- 
tres plausible Thypothèse que les races primitives de la basse 
Belgique sont arrivées du Hainaut. Le P. Van den Gheyn indi- 
que la vallée de la Senne, où M. le D' Gloquet a relevé plu- 
sieurs stations jusqu'à Bruxelles, comme la voie probable de 
cette émigration. Pour donner à cette hypothèse un caractère de 
haute certitude, il suffirait de combler la lacune qui, de Bruxelles 
à Rupelmonde, existe à présent dans les diverses étapes de cette 
migration. » (Voir Bévue des questions scientifiques, octobre 1887.) 
Cette communication donne lieu à une discussion. M. le mar- 
quis de W'avrin appuie la thèse du P. Van den Gheyn en signa- 
lant le grand nombre des objets préhistoriques trouvés par lui, 
au sud du Brabant, à Dion-le-Val. M. le comte A. de Limbur^ç- 
Stirum fait remarquer que la partie méridionale de la Flandre 
aurait pu également livrer passage aux hommes préhistoriques 
du Hainaut* Les découvertes de M. Delvaux à Audenarde don- 
nent quelque poids à cette idée. 

Quatrième section. 

Mercredi, 27 octobre 4886. — M. Heymans étudie la question 
de la rage. Il a suivi les expériences de M. Pasteur ; il a lui-même 
fait des expériences, mais jusqu'ici il n'a sur la rage que des 
opinions et non des convictions. On peut dire qu'en quelques 
années l'étude de la rage a parcouru plusieurs étapes des plus 
importantes. C'est en 1881 que M. Pasteur communique à l'Aca- 
démie le résultat de ses premières recherches : l'inoculation à 
deux lapins de la salive d'un jeune enfant qui a succombé à la 
rage. Mais ces expériences sont contestées quant à leurs résultats ; 
si les deux lapins inoculés sont morts trente-six heures après 
l'opération, M. Pasteur reconnaît bientôt que ce n'est pas la rage 
qui les a tués, mais un microbe spécial contenu dans la salive 
dont il s'est servi. Aussi renonce-t-il désormais à l'emploi de la 
salive comme agent d'inoculation; il ne tarde pas à constater 
que la moelle, le cerveau et même les nerfs renferment le virus 
véritable de la rage, et que le plus sûr moyen de faire éclore la 
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mnladie est de porter ce virus dans les centres nerveux par la 
trépanation. 

De nouvelles recherches font ensuite découvrir à M. Pasteur 
le moyen d^atténuer ou d'exalter la puissance du virus. En le 
cultivant chez le lapin, il le porte à son maximum d'intensité. 
L'organisation du singe lui permet au contraire d en amoindrir 
l'énergie. 

De l'atténuation du virus rabique aux inoculations préventives 
faites sur des animaux, il n'y avait qu'une faible distance à fran- 
chir ; M. Pasteur vaccina bientôt et rendit réfractaires à la maladie 
un certain nombre de chiens. Une commission académique put 
d'ailleurs vérifier ces expériences en les confirmant entièrement. 

A l'annonce de ces brillants résultats, Témotion qui s'empara 
des corps savants fut immense. Elle fut portée à son comble 
quand on apprit que le jeune Meister, mordu par un chien 
enragé, avait subi des inoculations successives de virus de plus 
en plus actifs et avait ainsi échappé au mal terrible dont il était 
menacé. 

Dés lors, tous ceux qui, en France et à l'étranger, avaient été 
mordus par des animaux enragés se rendirent au laboratoire de 
M. Pasteur. On les compta bientôt par centaines, et la statistique 
n'eut d'abord à enregistrer que de brillants succès. On sait qu'on 
ne tarda pas à essuyer des revers, dont on s'autorisa pour mettre 
en doute- la doctrine de M. Pasteur et qui furent le point de départ 
d'une opposition dépassant parfois les limites d'une critique 
scientifique. D'après M. Heymans, des conclusions absolues sont 
d'ailleurs prématurées. 

Se plaçant au point de vue expérimental, l'auteur se demande 
quelle direction doit prendre celui qui veut aborder l'étude de 
la rage. Pour lui, il est inutile de reprendre désormais les inocu- 
lations et les recherches relatives à la transmission de la rage. Ce 
sont des faits bien établis. On doit rechercher le microbe et le 
mode d'action des inoculations préventives. Quant au microbe, 
on sait que M. Pasteur a mis une certaine coquetterie à ne pas 
s'en préoccuper. Il a voulu montrer aux médecins que cette décou- 
verte n'était pas indispensable à l'obtention de magnifiques 
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résultats. Lincubation, Tatlénuation, la localisation du virus sont 
autant de faits probants en faveur de Texistence du microbe. Et 
cependant un des aides de M. Pasteur n*a abouti à aucun résultat 
positif après plus de quatre cents essais. Il doit exister, car la 
rage sans microbe, sans vie, ne se comprend pas. On a prétendu 
que ses minimes dimensions ne pouvaient impressionner la rétine. 
C*est possible. En tout cas, M. Heymans pense que ce microbe 
n'agit pas pomme la plupart de ceux que nous connaissons et qui 
déterminent des altérations organiques appréciables : inflamma- 
tion, prolifération cellulaire.... Aucune autopsie, en effet, n'a 
permis de constater des lésions constantes ; peut-être le microbe 
de la rage agit- il à la façon de certains poisons organiques, tels 
que le curare, la muscarine, la strychnine. Peut-être encore 
sécrète-t*il un virus liquide capable de dissoudre la cellule ner- 
veuse. 

La recherche du microbe rabique est un sujet d'étude qui ne 
manque pas d'attrait ; mais il est bon de ne pas en faire le but 
unique de ses expériences, si Ton ne veut pas courir au-devant 
d'un échec probable. Que l'on ne s'attarde pas non plus à des 
recherches banales, car on a épuisé toutes les conditions de tem- 
pérature, de milieux, de liquides, de culture. 

M. Heymans poursuit en ce moment un autre but. L'inocula- 
tion de la rage au lapin étant un fait incontesté, il se propose, 
chaque fois qu'il lui sera possible de se procurer la moelle d'un 
chien réputé enragé, d'en faire l'inoculation à deux lapins. Au 
bout d'une, de deux, de trois semaines, il saura à quoi s'en tenir. 
En opérant ainsi on pourrait connaître exactement le nombre de 
chiens enragés que l'on rencontre en Belgique, et l'on arriverait 
à dresser les éléments d'une bonne statistique. On en conçoit 
rimportance. Une statistique irréprochable permettrait d'élucider 
bien des points demeurés obscurs dans cette intéressante et si 
actuelle question de la rage. 

A la suite de cette communication, le secrétaire donne lecture 
d'un travail que M. le D' René Warlomont lui a fait parvenir et 
qui a pour objet : Le traitement de la myopie progressive par 
Pirideclomie (trailement Dransart). 
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c La myopie progressive, c'est-à-dire, non pas celle qui, apportée 
en naissant, se maintient au même degré ou peu s*en faut pen- 
dant toute la durée de Texistence, mais celle qui va se dévelop- 
pant plus ou moins rapidement dans un œil prédisposé, 
engendrant fréquemment des lésions profondes (chorio-rétinite, 
décollement de la rétine, etc.) et pouvant conduire à la cécité 
absolue, cette myopie est certainement un des fléaux que 
riiygiéne moderne doit combattre avec le plus de persévérance 
et d'énergie. Aussi n'est-ce pas sans raison que le monde médical 
accorde une place toute spéciale à cette question dans Tétude de 
rhygiène scolaire. Le sujet vaudrait la peine d'être traité d'une 
manière étendue. Le but de l'auteur, dans cette simple note, est 
d'appeler l'attention sur un mode de traitement dont il a vu der- 
nièrement quelques résultats à la clinique de M. le D*" Dransart, 
à Somain (France). 

» Comment se développe la myopie progressive ? 

» Par une tension exagérée des chambres de l'œil, amenant une 
distension excessive des membranes, d'où élongation du diaraèu*e 
antéro-postérieur et myopie. Dans le glaucome, il y a également 
une tension anormale, mais ces membranes résistent et le dia- 
mètre antéro-postérieur ne varie guère; on observe alors les 
phénomènes de pléthore bien connus. 

» Nonobstant cette différence, il existe, on le voit, un lien très 
intime entre ces deux états, puisque tous deux seraient engendrés 
par le même facteur. C'est, en effet, ce que les faits cliniques 
relevés par M. Dransart semblent démontrer (<). 

» La myopie peut aboutir au glaucome, comme le glaucome peut 
engendrerla myopie. D'après M. Dransart, ce n'estni parla théorie 
muscti/otre, ni par la théorie accammodative qu^on peut expliquer 
le processus myopique. Ces facteurs seraient tout à fait acces- 
soires. La cause essentielle résiderait dans un trouble circula- 
toire, dans un excès de tension. C'est ce qu'il a appelé la théorie 
citxuhtoirt de la myopie. 

» De Tanalogie, quant aux lésions fondamentales, entre la myopie 

{^ CoaMi«BkatM& m Coagiis de Roaei pow l^vaaenM»! des sataces» 1883L 
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progressive el le glaucome^ il semblait rationnel de conclure à 
un mode de traitement analogue. L^tndec^omte^ depuis Timmortel 
de Graefe, sauve des milliers d'yeux glaucomateux voués jadis à 
une perle certaine. Cette opération^ dont le mécanisme intime 
est peu connu, ne peut avoir là d'autre effet que d'agir comme 
une soupape de sûreté en diminuant la tension intra-oculaire et 
régularisant la circulation des liquides. Pourquoi n*en serait-il 
pas de même dans la myopie progressive, tributaire du même 
processus de pléthore inira-oculaire ? 

» M. Dransart n'a pas hésité à répondre à cette question par 
lexpérimentation légitime et prudente ; il a opéré déjà plus de 
vingt cas de myopie progressive par Tiridectomie, et aussi par la 
sclérotomie, dont le mode d'action est, au fond, identique. 

» M. Dransart ne soumet pas à ce traitement chirurgical toute 
myopie qui progresse. II traite ces cas, d'abord comme on le fait 
généralement, par le repos, latropine, les lunettes, Thygiène. 
Quand ces moyens sont restés sans efficacité, qu'il y a menace 
de cécité avec ou sans lésions concomitantes, soit des mem- 
branes, soit des milieux, quand Vacuité visuelle est inférieure à 
4/4 et qu'un examen sérieux prouve qu'elle diminue progressi- 
vement (*), dans ces cas il y a lieu, d'après lui, de pratiquer 
soit Tiridectomie, soit la sclérotomie. Ce traitement chirurgical 
est aidé de l'usage modéré de la pilocarpine, des frictions mercu- 
rielles et, plus tard, de l'emploi de la strychnine. » 

M. Warlomont expose brièvement quelques observations déjà 
relatées par M. Dransart (^) : 

I. M"' X..., 20 ans. Myopie de 10 dioptries. 

AVANT L*OPÉRATIOIf. 

Œil gauche : Acaité visuelle = < ) 

^^., ^ . " { avec correction. 

CEil droit : » » = n ) 



(<) Théorie circulatoire de la myopie, etc., par Dransart (ânn. d'oculistiqub, sep- 
tembre-octobre 1885. 
(«) Loe, eit, 

XI. f 
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APRÈS l'opération. 

Œil gauch$ : Acuité visuelle = |, 
CEil droit : » » = ■^. 

II. M. X.... Myopie =» 10 dioptries. Troubles du corps vitré, 
perte complète de la vision à gauche. Iridectomie. Disparition 
des troubles des milieux. L'acuité égale 1/20 avec le verre — 10. 

III. X..., prêtre. Myopie <» 20. Vision perdue. Iridectomie à 
un œil, sclérotomie à Tautre. Pilocarpine, etc. — Retour de la 
vision au point de permettre au malade de reprendre ses fonctions 
sacerdotales. 

Voici, pour finir, une observation inédite que M. le D** Dran- 
sart a communiquée à M. Warlomont : 
Religieuse, 49 ans. Myopie de 15 dioptries. 

AVANT l'opération. 

OEU droit : Acuité visuelle » ^ , 

Œit gauche: » » « y», «vec correction = ^. 

Lésions profondes (plaques atrophiques, etc.). Iridectomie. 

APRÈS L'OPÉRATION. 

VEil gnuche : Acuité visuelle « l Rvec le verre — 15, 
ilKit droit : » » « i^ > » 
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Il est dos cas aus^i où i opération reste sans résultat appré- 
ciable; mais clio semble toujours, même alors, arrêter la 
marche de la maladie. 

Il y a dans ih>s résultats de quoi encourager les essais sur une 
plus large échelle. La question en vaut bien la peine. 

AprtSsi la lecture de ce lra\'aîl» le D' Dûment fait la communi- 
calioii suivante : 
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Trois cas de brûlures accidenteUes ou volontaires des 
prefnières voies par des caustiques. 

« Si le mot brûlure ne correspond pas absolument au méca- 
nisme des lésions causées par les caustiques, permettez-moi 
néanmoins de l'adopter, eu égard à la grande ressemblance des 
désordres occasionnés par ces agents avec ceux qui sont dus au 
calorique. 

» Il y a quelques jours, je fus appelé à me rendre en toute 
hâte auprès d*un malheureux jeune homme en proie depuis une 
heure environ à d'atroces souffrances. Il avait la face injectée, 
les paupières gonflées, les yeux rouges et larmoyants, mais il ne 
pouvait s'exprimer d'une manière intelligible. Son entourage ne 
paraissait rien comprendre à cette situation et ne savait d'ailleurs 
rinterpréter. L'extrême embarras de la parole me fit d'abord 
supposer un état d'ivresse alcoolique, et je voulus m'en assurer 
en ouvrant la bouche du patient pour constater l'odeur de 
l'haleine. Je fus aussitôt frappé par l'aspect de la langue, dont 
la coloration blanche était bien celle qu'eût produite le crayon 
de nitrate d'argent. Toutefois le milieu de l'organe était complé- 
ment dépourvu de son épithélium sur une étendue d'un 
diamètre égal à celui d'une pièce de deux francs, et l'on pouvait 
avec le manche d'une cuiller soulever facilement la pellicule 
blanche qui recouvrait les parties voisines. 

» La voûte palatine était intacte, et sa coloration tranchait avec 
celle du voile du palais, qui était d'un rouge vif et dont la limite 
antérieure s'arrêtait nettement à l'insertion du voile. La luette, 
les amygdales, le pharynx avaient le même aspect. 

» La langue était élargie et épaissie, et ses dimensions notable- 
ment accrues m'expliquaient déjà, en dehors de toute autre 
influence, l'embarras de la parole. 

• II était évident qu'un caustique avait été ingéré; mais dans 
quelles circonstances, et quel était-il? 

» Je l'ai déjà dit, l'entourage ne me donnait aucune lumière. 
D'un autre côté, l'haleine n'avait point d'odeur révélatrice, ni 
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celle de ralcool, ni celle de rammoniaque. Un moment, je crus 
reconnaître Todeur de Teau de javelle, mais je renonçai bien 
vite à accuser ce liquide, faute de caractère suffisant. Enfin le 
patient parvint à se faire comprendre, et me donna sur remploi 
de sa journée des renseignements qui ne firent qu'accroître mon 
embarras. J'avais affaire à un peintre, qui venait de rentrer chez 
lui pour faire son repas du soir. Les autres repas avaient été pris 
comme d'ordinaire, et il n'y avait ajouté que deux petits verres 
de liqueur, Tun vers 11 heures du matin et l'autre vers 7 heures 
du soir, ce dernier chez un débitant dont la maison se trouvait 
à 6 ou 7 kilomètres environ de celle de la victime. Après avoir 
pris cette quantité fort modérée, on en conviendra, de liqueur 
spiritueuse, notre peintre regagna son logis, et, s'il faut l'en 
croire, n'éprouva pas la moindre douleur avant d'y rentrer. A 
peine de retour, il prit un peu de bière, d'une bouteille qui se 
trouvait sur la table de la cuisine, et immédiatement après il 
ressentit de vives douleurs, depuis la bouche jusqu'au niveau de 
l'estomac. De violents efforts de vomissement se déclarèreni et 
ramenèrent d'abondantes mucosités filantes et teintées de sang 
que l'on put me montrer. Mais, pas plus que celles qui s'échap- 
paient continuellement de la bouche du malheureux, elles ne me 
permirent de reconnaître la nature du liquide corrosif absorbé. 
» Le récit du peintre était cependant empreint d'un ton de 
grande sincérité et donnait des détails précis. Le verre dont il 
s'était servi chez lui était propre, et la bière qu'il s'était versée 
était bien celle qui était renfermée dans une bouteille portant 
l'étiquette de Peau de Carlsbad. Cette bière fut goûtée en ma 
présence par une personne de l'entourage et fut trouvée natu- 
relle. Mes questions posées à diverses reprises de dix manières- 
différentes ne purent éclaircir le problème, et cependant, si le 
récit était vrai, le caustique ne pouvait avoir été ingéré que 
dans la demeure de la victime. La tentative de suicide était niée 
avec énergie, mais les douleurs étaient si atroces que le malheu- 
reux ne demandait qu'à mourir. J'essayai plusieurs fois de lui 
faire boire un peu d'eau, un peu de lait : pas la moindre goutte 
ne passait dans l'estomac. De violents efforts de vomissement 
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d'avaler un verre à vin d'acide sulfurique. Il ne manqua pas son 
but, mais il choisit mal Tinstrument de sa mort. A peine avail-i 
avalé son terrible breuvage qu'il éprouva d'atroces douleurs dans 
toute l'étendue des premières voies. La cavité buccale était affreu- 
sement brûlée, et l'œsophage ne devait pas être mieux partagé, 
car, outre les horribles souffrances dont il était le siège, il ne 
permettait pas le passage de la moindre goutte d'eau. Il est 
évident que, lorsque l'on est appelé pour de pareilles lésions, on 
arrive toujours trop tard, et l'on ne peut opposer au mal que de 
faibles palliatifs dont l'efficacité est le plus souvent nulle. C'est 
ce que j'expérimentai cette fois encore. Le malheureux dont il 
est ici question expirait le lendemain, 24 heures après sa tenta- 
tive de suicide et après avoir enduré d'affreuses tortures. Il 
mourut peut-être d'oedème de la glotte; je dis : peut-être, car on 
ne me prévint pas de ses derniers moments. Il a pu succomber 
à toute autre complication, mais je croirais volontiers qu'il suc- 
comba à la douleur et à l'épuisement nerveux qu'elle amène. 
Ainsi que le disait Dupuyiren, « une trop grande perte de sen- 
sibilité peut tuer, comme une trop grande perte de sang dans les 
hémorragies ». 

» Il me reste à signaler l'observation d'un troisième cas ; je 
la tiens d'un confrère que javais appelé en consultation et, 
malheureusement pour lui, elle le concernait de bien près, car 
c'est un de ses enfants qui en est l'objet. Voici à peu près 
comment il me l'a contée : 

» Le 6 février 1 885, l'enfant. Agé de 4 ans, prend par étour- 
derie ou plutôt par curiosité une gorgée d'une solution concen- 
trée de soude caustique, dont les peintres, occupés en ce moment 
à faire la toilette de la maison, avaient laissé la bouteille avec un 
grand nombre d'autres dans la cour. Le gamin venait de déjeuner. 
A peine a-t-il introduit le caustique dans sa bouche, qu'il le 
rejette, sans en avaler, dit-il, et éprouve de violentes douleurs. 
Des vomissements se déclarent, alimentaires d'abord, glaireux et 
sanguinolents ensuite. La langue et les lèvres deviennent énormes. 
Tout l'intérieur de la bouche, depuis la face interne des joues, 
les gencives, la langue, la voûte palatine,sont dégarnis de leur épi- 
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thélium. Mais le voile, les piliers et le pharynx jusqu^è Tinsertion 
du voile sont indemnes. On comprend la cruelle sensation de 
brûlure qui torturait le malheureux enfant. Pendant dix jours, il 
fut impossible de lui faire prendre autre chose qu'un peu d'eaft, 
et encore à de longs intervalles, tant était énorme Técoulement 
de mucosités filantes et transparentes. Au bout de quinze jours, 
le travail.de cicatrisation des parties visibles est complet, un tissu 
mince remplace la muqueuse palatine, le revêtement des autres 
parties parait normal. Mais voici que se déclarent manifestement 
les caractères de l'œsophagisme. L'alimentation qui est seule 
tolérée est liquide ou demi-solide ; mais souvent pendant vingt- 
quatre, quarante-huit heures et plus, rien ne passe à travers 
Toesophage, sauf un peu d'eau ou de lait coupé. 

» Six semaines s'écoulent au milieu d'alternatives égales 
d'oesophagisme et d'apparente guérison. Il arrive qu'après une 
mauvaise journée, Tenfant se lève la nuit, à moitié endormi, 
presque inconscient de ce qu'il fait, avale les aliments mis à sa 
portée et se rendort immédiatement. 

» Les spasmes se déclarent souvent sans motifs appréciables, 
mais on remarque que les acides les provoquent ordinairement. 
Ils paraissent prendre naissance au niveau du cardia, et déter- 
minent lexpulsion de mucosités plus ou moins abondantes. 
Quelle en est la cause? Sont-ils purement idiopathiques, ou faut- 
il les rattacher à une lésion de l'œsophage et entrevoir l'avenir 
sous un jour bien sombre? Voilà ce que se demande le malheu- 
reux père, et n'oubliez pas, messieurs, que ce père est médecin, 
et qu'aux angoisses inspirées par la paternité viennent s'ajouter 
celles que la science rattache aux lésions de l'œsophage et qu'il 
voit, lui, sous un verre grossissant. 

» Vers le milieu d'avril, il faut bien vaincre enfin toutes les 
hésitations que fait naître la crainte de découvrir la vérité ; il faut 
surtout apporter remède à la pénible situation de l'enfant, et l'on 
recourt à la sonde œsophagienne. Elle descend sans trop de résis- 
tance jusqu'au cardia; mais là elle s'arrête. Heureusement, lob- 
stade n'est que momentané, et on sent qu'elle franchit un anneau 
fortement contracté, comme l'est parfois l'anus autour du doigt 
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explorateuj*. Cet obstacle disparaît définitivement, après trois ou 
quatre essais de .cathétérisme. Dès lors la situation s*aniéliore. 
On ne compte plus que deux ou trois crises d'œsophagisme en 
quinze jours, et leur durée devient de moins en moins longue. 

» En juin, les crises n'apparaissent plus que tous les dix ou 
quinze jours, et durent depuis un quart d*heure jusqu'à deux 
et trois heures . 

» Depuis Thiver dernier, elles diminuent encore de fréquence 
et d'intensité. Cependant elles ont encore parfois des allures 
capricieuses et elles ont encore nécessité l'emploi de la sonde, 
deux ou trois fois vers la fin de 1885, une fois au commencement 
de 1886. 

» Aujourd'hui, vingt mois après l'accident, on les observe 
encore à des intervalles qui varient de quinze jours à trois mois 
et plus, mais elles sont courtes, passagères, peu ou point doulou- 
reuses. L'enfant accuse alors la sensation d'une boule qui a tou- 
jours le même point de départ : le cardia. Il lui est souvent 
impossible d'avaler alors, même quelques gouttes d'eau. Mais 
subitement, au bout de 5, 10, 15 minutes, rarement plus, « la 
boule passe, dit-il, elle remonte dans le dos le long de la colonne 
vertébrale » et elle disparaît brusquement, laissant le petit 
homme libre de manger alors ce qu'il veut. 

» Bizarre phénomène que ce retour des spasmes. L'enfant 
était gai, il arrive en sautillant prendre sa place à la table 
commune, mais on le voit tout à coup pâlir, il sent son étrangle- 
ment, il s'éloigne quelques instants et revient bientôt s'asseoir 
pour prendre cette fois son repas comme tout le monde. 

» J'ai recueilli cette histoire avec un vif intérêt, et j'ai pensé 
qu'elle méritait de vous être communiquée. De la première que 
je vous ai présentée je ne puis tirer qu'une conclusion pour le 
moment, c'est que l'appareil symptomatique des brûlures des 
premières voies, tout effrayant qu'il est au début, peut être rapi- 
dement suivi d'un état satisfaisant, réserve faite des complica- 
tions de l'avenir. La deuxième observation mentionnait un 
dénouement terrible. Mais celle que je viens de vous exposer 
montre que, sans intéresser l'œsophige, les accidents du genre 



de ceux que j'ai signalés peuvent en faire craindre la lésion par 
la coïncidence d'un s pasme sympathique, et que dans cette cir- 
constance encore le cathétérisme des premières voies, si vanté 
contre Toesophagisme, s'est montré à la hauteur de sa réputation. 

La section entend ensuite Texposé d'un cas probable de ménin- 
gite cérébro-spinale observé par M. le D' Van Keerberghen. 
11 traite depuis douze jours une jeune fille de vingt et un ans 
qui, au début de sa maladie, éprouva de violents frissons, une 
céphalalgie intense, en même temps que survenaient des vomis- 
sements. Bientôt on notait un strabisme léger, un violent délire, 
une sensibilité prononcée le long du rachis, des mouvements 
convulsifs aux membres et un opisthotonos impossible à vaincre. 
Après une certaine durée de ces phénomènes, on observait une 
période de rémission pendant laquelle la malade n'avait aucune 
conscience de ce qui venait de se passer, mais continuait à éprou- 
ver de vives douleurs céphaliques et racbidiennes. 

La tempéraiure n'a pu être constatée par le médecin, dont les 
visites coïncidèrent avec les périodes d'agitation. Le pouls battait 
cent fois à la minute. 

Les urines ne contenaient pas d'albumine. 

Dans l'intervalle des crises, la malade pouvait se tenir debout, 
et elle marchait avec incertitude en étendant les bras pour se 
tenir en équilibre. 

Le troisième jour, des vésicules d'herpès apparurent aux 
lèvres, au menton, aux avant-bras, en même temps que disparais- 
saient les douleurs du rachis et le strabisme. L'opisthotonos per- 
sista pour disparaître quelques jours plus tard. Toutefois, la 
rémission ne fut pas continue; de nouveaux accès se déclarèrent 
encore, mais M. Van Keerberghen ne peut compléter en ce 
moment l'histoire de sa malade qui est encore en traitement. 

M. Schneider demande à M. Van Keerberghen si l'herpès 
qu'il a constaté ne pourrait pas faire songer à une polynévrite. 

Il présente ensuite des amas de tubercules calcifiés expectorés 
par l'un de ses malades. 

Enfin, il entretient l'assemblée de l'histoire d'un jeune homme 
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atteint d'actinomycose d*après Billroth et Israël de Vienne. 
L'examen de la poitrine ne révélait aucune lésion pulmonaire» 
mais il permettait de constater, au niveau de la neuvième côte 
droite, Torifice d'une fistule par lequel un stylet pénétrait à trois 
ou quatre centimètres de profondeur, et d'où s'échappait un pus 
crémeux contenant les corpuscules caractéristiques de la maladie. 

Le jeune homme mourut du 13 au 14 août, et le D' Schneider 
se chargea de Tembaumer le IS août. 

Avant d'exposer le procédé auquel il eut recours, il donne 
quelques détails rétrospectifs sur les antécédents du défunt. Deux 
ans auparavant, le jeune homme aurait été atteint de fièvre 
typhoïde, point de départ, d'après Israël, de Tactinomycose qu'il 
contracta plus tard. Un abcès se serait déclaré dans le voisinage 
du cœcum, et serait venu s'ouvrir entre la neuvième et la dixième 
côte. 

Le malade avait en Styrie un oncle dont les bœufs auraient 
succombé à l'actinomycose. 

On sait que, chez ces animaux, la maladie commence ordinai- 
rement à la mâchoire. Le malade de M. Schneider n'avait même 
pas de dents cariées, comme on l'observe ordinairement. 

L'autopsie ne put être faite. Cependant l'opération de l'embau- 
mement permit de constater que la plèvre était très épaissie et 
adhérente aux poumons, qui étaient farcis d'ilôts blanchâtres, et 
que la face inférieure de la neuvième et de la dixième côte était 
creusée de petites cavités remplies de la sécrétion caractéristique. 

Pour embaumer le cadavre, le D** Schneider suivit le procédé 
du professeur Laskowski, de Genève. Par le bout central de la 
carotide, on fait pénétrer le liquide d'injection contenu dans un 
réservoir suspendu au plafond, liquide composé d'un mélange 
d'alcool, de glycérine, de sublimé corrosif, d'acide phénique et 
de chlorure de zinc. Ce liquide pénètre jusque dans les capillaires 
de la peau. On fait des frictions pour en faciliter la dispersion. 

11 arrive un moment où les veines sont très distendues, et il 
faut les piquer pour permettre au sang de s'échapper, chassé 
par le liquide d'injection qui vient prendre sa place. Huit litres 
de ce liquide ont ainsi été introduits dans le cadavre. Pendant 
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les premiers temps de Topération, la face devint très turgescente, 
mais peu à peu le gonflement alla diminuant. 

Les piqûres faites aux veines laissèrent couler le sang jusqu'au 
lendemain, c'est-à-dire jusqu'au moment de la coagulation com- 
plète de Talbumine. 

Mercredi, SO avril 1887. — M. le D' Goris fait une commu- 
nication sur les ulcérations du larynx et présente deux malades 
dont Tun est atteint de tuberculose laryngée et Tautre d'érosion 
simple. Il expose les caractères diagnostiques de chaque affec- 
tion. Il rapporte, en outre, le cas d'une femme de peine à qui il 
enleva un épithélioma qui siégeait à la lèvre supérieure, siège 
rare, surtout chez la femme. L'opération fut suivie d un plein 
succès et aujourd'hui, c'est-à-dire dix mois après l'opération, la 
récidive n'a pas encore eu lieu. Le microscope a démontré qu'il 
s'agissait bien d'un épithélioma (<). 

Voici le résumé de ces deux communications : 

Deux cas d'ulcération du larynx. 

« Des deux malades que j'ai l'honneur de vous présenter, 
l'un est atteint de tuberculose du larynx, l'autre d'érosion simple. 

» Si je vous présente ensemble ces deux maladies d'un pro- 
nostic diflerent, c'est parce que, au commencement de leur 
évolution, elles peuvent être facilement confondues. 

» C'est à Hering, de Varsovie, que nous devons la première 
description des érosions. 

« Celles-ci, dit Hering, sont entourées d'un bourrelet plus ou 
» moins prononcé, et composées de couches ternes ou brillantes 
» d'épithélium. En outre, la muqueuse où elles sont greffées est 
» terne, souvent congestionnée sur le bord de l'érosion, recou- 
» verte d'une couche de cellules épithéliales mortiGées et en 
» desquamation. Le siège de prédilection des érosions catar- 



(1) Nous avons appris par M. Goris que son opérée avait saccombé quelques mois plus 
tard à Une affreuse récidive de son mal. 



» rhales est la muqueuse de la partie interaryténoïdîenne du 
» larynx. » 

» C'est un cas de cette espèce que j'ai Thonneur de vous 
présenter. 

» Cet hommei ouvrier maçon, âgé de 38 ans, est père de 
quatre enfants. Il n'y a pas d'antécédents héréditaires ni de 
syphilis. Son aspect n'est pas celui d'un homme robuste et fort; 
quoiqu'il soit grand et large d'épaules, sa mine traduit l'état de 
nutrition insuffisante dans lequel se trouvent beaucoup de nos 
ouvriers. 

9 C'est le 12 février de cette année que je le vis pour la pre- 
mière fois à ma consultation gratuite. Il se plaignait d'avoir, il y 
a quatre mois, subi un refroidissement à la suite duquel sa voix 
était restée rauque; en même temps, me dit-il, j'ai quelque chose 
qui me gratte dans la gorge et que je voudrais chasser en 
toussant. 

« L'auscultation et la percussion ne me démontrent aucune 
altération du côté du poumon. Le malade tousse de temps en 
temps, mais ne crache autre chose qu'un mucus incolore; la toux 
a le caractère criard de la toux laryngée ; jamais il n'y a eu de 
crachats jaunes ni verts : il ne m*a donc pas été possible d'exa- 
miner les crachats au point de vue des bacilles. 

» A l'examen laryngoscopique, je trouve un léger étal catar- 
rhal des cordes vocales. Celles-ci ont perdu leur couleur nacrée 
pour prendre une légère teinte brunâtre. La muqueuse interary- 
ténoidienne est gonflée, de même couleur que les cordes vocales, 
les plis aryténoîdiens sont également gonflés. Une érosion, 
grande d'un demi-centimètre, existe à cette même région. Je n*ai 
pas constaté la surélevure des bords signalée par Hering : c'est 
le seul signe appartenant aux érosions qui flt défaut. 

> J'ai eu à observer en plus un caractère que Hering n'a pas 
signalé dans ses observations ; c'est que l'érosion, tout en restant 
linlitée à droite à la muqueuse interaryténoîdienne, s'étendait à 
gauche, au delà de Tapophyse vocale, et avait produit à la partie 
postérieure de la corde vocale gauche une perte de substance 
cunéiforme. 
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» Mon diagnostic était, précisément en raison de la forme de 
rulcère, resté primitivement en suspens. 

9 L'érosion, considérée en elle-même, ressemblait fort à un 
cas analogue que j'avais eu peu de temps avant à ma consulta- 
tion gratuite. Mais, d'un autre côté, Textension de Tulcération au 
delà de Tapophyse vocale pouvait me faire craindre la nature 
tuberculeuse de Taffection. En effet, voici la marche ordinaire 
de Tulcère tuberculeux : avant sa production, la région ary- 
ténoîdienne est gonflée, de couleur rose pâle ; puis apparaît 
Tulcére à bords irréguliers, a fond sanieux, gagnant de proche 
en proche les cordes vocales. Notons, en passant, que rulcère 
tuberculeux n'envahit pas toujours les deux cordes à la fois ; à 
preuve l'autre malade, que je vous montrerai tout à l'heure, chez 
qui une corde vocale a complètement disparu, tandis que l'autre 
est restée à peu près intacte. 

» Chez mon premier malade, l'ulcère n'avait pas l'aspect de 
l'ulcère tuberculeux : la perte de substance était superficielle, se 
bornant aux couches épithéliales. Jamais l'érosion n'était couverte 
de pus, comme cela arrive presque toujours dans l'ulcère tubei^ 
culeux ; la muqueuse interaryténoîdienne, tout en n'ayant pas le 
gonflement considérable qu'elle atteint dans la phtisie du larynx, 
n'avait pas non plus la couleur rose pâle qu'elle possède dans 
cette maladie. 

» L'intégrité du poumon, les caractères des crachats, ainsi 
que les considérations que je viens de vous exposer me firent 
écarter le diagnostic d'ulcère tuberculeux et poser celui d'érosion 
câtarrhale. 

• Mon second malade est tuberculeux, ses crachats renferment 
une telle quantité de bacilles de Koch, qu'on serait (enté d'en 
prendre les préparations pour des cultures. Je vous le présente 
afin de vous montrer la différence qu'il y a entre une vraie 
phtisie du larynx et ce qu'on avait confondu jusqu'ici avec la 
phtisie : l'érosion. Gomme ce malade est très facile à examiner, 
vous pourrez juger vous-mêmes de l'étendue des lésions qui 
occupent le larynx : périchondrite de l'épiglotte, des cartilages 
aryténoldes, qui sont gonflés au point de produire une sténose 
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menaçante pour la vie du malade; disparition complète, par 
ulcération, d'une corde vocale. 

» J'ai employé pour mes deux malades le même traitement : 
les badigeonnages à Tacide lactique. Le succès a été à peu près 
complet auprès du premier, Térosîon est à peu près guérie ; je 
n'ai employé qu'une solution à 20 p. c. II est probable que ce 
n'est pas l'acide lactique qui l'a guéri, puisque l'érosion guérit par 
le seul repos de l'organe; peut-être l'acide lactique a-t-il con- 
tribué, comme excitant de la plaie, a achever la cicatrisation. 

9 Mon second malade n'a retiré de ce médicament aucun 
avantage, et pourtant c'est dans les cas de cette espèce que le 
médecin désire sinon guérir, du moins soulager. 

» D'après Hering, l'acide lactique constituerait une espèce de 
spéciflque dans la phtisie du larynx; il rapporte des cas nom- 
breux où cet agent a amené des guérisons complètes et de nom- 
breuses améliorations des ulcères. L'acide lactique nettoierait 
les ulcérations, y exciterait un travail de bourgeonnement ame- 
nant une cicatrisation rapide; la dysphagie, symptôme si redou- 
table chez les tuberculeux dont le prolongement de l'existence 
dépend avant tout du bon fonctionnement des voies digestives, 
la dysphagie, dit Hering, disparait rapidement. La douleur que 
cause l'application de l'acide lactique disparait également après 
quelques jours d'emploi. 

» Je n'ai malheureusement pu constater que le contraire de 
tout ce que je viens de vous dire, et pourtant j'ai, dans la méthode 
de Hering, suivi scrupuleusement les prescriptions faites par 
le savant praticien de Varsovie. Ayant commencé par l'applica- 
tion d'une solution à 10 p. c. (au moyen de l'instrument même 
de Hering), j'ai passé successivement par les solutions à 20, à 
30, 50, 75 et 85 p. c. Chaque fois le malade se plaignait de la 
cuisante douleur que lui causait l'acide; la dysphagie n'a fait 
qu'augmenter, les ulcérations n'ont pas changé d'aspect, la 
sténose a augmenté, et je prévois déjà le moment où je n'aurai 
plus que la trachéotomie pour prolonger les jours de mon 
malade. 

> L'insuccès de l'acide lactique est d'autant plus regrettable que 



les forces de mon malade se maintiennent bien, et que les fonctions 
de Testomac continuent à s'accomplir parfaitement. 

> Je ne m'autoriserais pas de ce seul cas pour combattre le 
traitement des ulcères tuberculeux du larynx par Tacide lactique, 
si le résultat que j'ai obtenu ne concordait parfaitement avec 
ceux que M. le professeur Schnitzter a obtenus à sa policlinique, 
à Vienne, et dans lesquels j'ai pu constater (il y avait là des 
malades de choix, c'est-à-dire dont l'état général était excellent 
et les poumons intacts) que l'acide lactique causait une cuisante 
et persistante douleur, qu'il ne diminuait pas la dysphagie, et que 
les ulcères ne changeaient pas d'aspect sous l'influence de cet 
énergique caustique. » 



Un cas d'épithélioma de la lèvre supérieure chez une femme; 

excision et chéiloplastie. 

« Je vous présente cette malade à cause de la rareté relative 
de l'épithélioma à la lèvre supérieure chez la femme. 

» Ma malade, âgée de 63 ans, avait depuis deux ans, à la 
lèvre supérieure, du côté gauche, une ulcération de la grandetir 
d'une pièce d'un centime et dont la marche extensive était si 
peu prononcée, que la malade n'avait pas songé à s'en occuper. 

» Quand je la vis, la tumeur était devenue douloureuse 
depuis quelques mois et, sur le conseil d'une de ses amies, cette 
femme s'était adressée à un charlatan possédant un secret pour 
la guérison des plaies. 

» L'application de l'onguent n'eut d'autre résultat que de 
donner un coup de fouet à la maladie : la perte de substance 
augmenta, les douleurs lancinantes empêchèrent bientôt h 
malade de dormir, des hémorragies fréquentes se déclarèrent, 
et finalement l'ulcération traversa la lèvre. 

» Prié par un de mes amis, je me rendis auprès de la malheu- 
reuse. 

» A la région que je vous ai indiquée se trouvait une ulcéra- 
tion grande comme une pièce de deux francs, à bords durs, 



couverts de pus et de caillots de sang. La perle de substance 
atteignait ta sous-cloison ainsi que l'aile du nez. 

» La mine de la malade n'est pas cachectique, la palpation ne 
me démontra aucun ganglion dans la région sous-maxillaire. 

» Mon idée première fut que je me trouvais devant un 
épithélioma ; seule, la rareté de Taffection a cette région chez la 
femme me laissait quelque doute; un interrogatoire minutieux 
m'avait fait écarter la syphilis. 

» Cette ulcération était pour ma malade une source de 
misère, car personne n'en voulait plus comme femme à journée, 
à cause de l'aspect hideux de sa face. Après avoir pris le conseil 
d'un confrère, je me décidai à l'opérer. 

» L'opération eut lieu au commencement de juin 1886, sui- 
vant le procédé que voici : incision verticale de la lèvre supé- 
rieure jusque dans la sous-cloison ; seconde incision, horizontale 
celle-ci, partant de l'extrémité supérieure de la précédente, 
emportant une partie de la sous-cloison ainsi que de l'aile du nez, 
et allant en se courbant légèrement jusqu'à Tangle de Fos 
molaire; puis, troisième incision partant de la commissure de la 
lèvre malade, atteignant perpendiculairement la seconde inci- 
sion et emportant la partie ulcérée. Enfin, incision horizontale 
de 5 centimètres de long à partir de la commissure. 

» Ces incisions faites et l'hémostase pratiquée, je fis la chéilo* 
plastic, et pour obtenir un bord rose à la nouvelle lèvre, je 
suturai la muqueuse à la peau. 

» L'opération réussit parfaitement, sauf que je n'obtins pas 
partout la réunion par première intention, à cause du. mauvais 
vouloii' de la malade, qui ne put s'abstenir de gratter les sutures. 

» Actuellement (avril 1887), mon opérée ne présente pas 
encore de trace de récidive. L'examen microscopique de la tumeur, 
fait obligeamment par M. le professeur Dandois, de Louvain, a 
démontré que nous avions eu affaire à un épithélioma. » 

M. le professeur Verriest rapporte le cas d'un malade qu'il 
eut l'occasion de soigner dans son service à l'hôpital de Louvain. 
Il était atteint d'hémiplégie droite avec aphasie. 
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M. Verriesl reconnut que ces symptômes devaient être 
rapportés à la syphilis, et il prescrivit des onctions mercurielles 
(6 grammes d'onguent par jour) et Tiodure de potassium à ^ 
rintérieur. 

Peu à peu, les symptômes disparurent et, au bout de (rois 
semaines, la guérison était complète. Chose curieuse, dans le cours 
de la maladie Taphasie fit place à une loquacité extraordinaire, à 
rincoercition de la parole. 

Comment peut-on comprendre la genèse de ce phénomène? 

Pour cela, il convient de se remémorer les différents centres 
que Ton a localisés à la surface du cerveau. On sait que rarticn- 
lation des mots a son centre au niveau du pied de la troisième 
circonvolution frontale gauche ; que le centre de laudition est 
au niveau de la région temporale, celui de la sensibilité à la 
partie postérieure de la région pariétale; que le centre de. la 
perception visuelle siège à la région occipitale, et qu'enfin c'est 
autour du sillon de Rolando que sont localisés les centres corti- 
caux du mouvement. Ce serait une erreur de croire que Tintel- 
ligence entière d'un objet réside dans un endroit particulier du 
cerveau. Elle est au contraire disséminée dans une foule de 
centres en rapport avec les différentes impressions que cet objet 
éveille en nous. Si nous prenons une pomme, par exemple, la 
vue, la couleur, le goût, le son du mot articulé, l'origine du fruit... 
sont autant de sujets qui provoquent la mise enjeu de différents 
centres et en déterminent la consonance simultanée. 

Certes, cette opération ne se fait pas avec la même facilité aux 
différents âges que nous traversons. Au début, chez l'enfant, les 
divers centres n'en arrivent pas d'emblée à pareille consonance; 
les impressions doivent être maintes et maintes fois associées 
pour vibrer à l'unisson; tandis que plus tard, sans effort, sans 
fatigue de notre part, il suffit de l'éveil d'un centre pour provo- 
quer la synergie synchronique des autres. L'articulation du mol 
pomme nous donne la sensation auditive attachée à cet objet; 
elle en éveille l'image.... De même, la vue de la pomme nous 
rappellera le son attaché à la prononciation du mot, et nous fera 
articuler sommairement le même mot. Mais, si l'intelligence 



d'une chose résulte de tant de centres différents, il est clair qu'ils 
exercent une action contentive, inhibitive les uns sur les autres. 
Cest de leur parfait équilibre que découle la saine compréhen- 
sion d'un objet : qu'un trouble morbide, survienne et paralyse ou 
affaiblisse faction de divers centres en excitant peut-être les 
autres, Taccord est rompu ; la contention réciproque n'existe 
plus et il en résultera le fonctionnement sans frein des centres 
épargnés. C'est cette considération qui permet à M. Verriest 
d'expliquer l'incoercibilité de parole dont son malade a présenté 
le bizarre phénomène. 

M. le D' Cuylits traite la question de certaines anomalies de 
conformation de la voûte palatine. 

On a dit que la voûte palatine présente chez les aliénés une 
fossette au point de contact des os palatins et des apophyses pala- 
tines des maxillaires supérieurs. M. Guylils, bien placé cepen lant 
pour la contrôler, n'a pu vérifier cette observation. Il trouve que, 
sous ce rapport, aliénés et gens sensés se ressemblent, car celle 
particularité ne se présente pas plus souvent chez les. uns que 
chez les autres. 

En revanche. M. Cuylits signale la confirmation d'une autre 
observation. Il existe normalement, entre l'écart des rebords 
alvéolaires au niveau des dernières molaires du maxillaire supé- 
rieur et le diamètre intra-pariétal, un rapport assez constant de 
1 à 3 7s- Chez l'aliéné, au contraire, l'écart intermolaire et le 
diamètre pariétal sont entre eux comme 1 est à 4 Va» ^> ^ ^^ 
même 6,8. Comment peut-on interpréter cette différence de 
rapports? 

On sait que l'aliéné a les régions pariétales généralement 
développées. D'après M. Cuylits, l'exagération de ce développe- 
ment entraine le rétrécissement de la voûte palatine grâce à la 
pression exercée sur les maxillaires par l'apophyse zygomatique, 
les deux pariétaux subissant leur mouvement d'écartemeni 
autour d'une charnière fictive située au-dessus du niveau d'inser- 
tion des apophyses zygomatiques. 



Pendant celte même séance, la section a renouvelé son bureau, 
et a élu : 

Président j MM. le D** Schneider. 

Vice-Présidents, Venneman et Moeller. 
Secrétaire^ Dumont. 
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ASSEMBLÉE GÉNÉRALE DU MERCREDI 27 OCTOBRE 1886. 

M. 6. Lemoine, examinateur de sortie à TEcole polytechnique 
de Paris, ingénieur en chef des ponts et chaussées, fait une con- 
férence sur la Dissociation et les. équilibres c/iimiques. Voici, 
résumée en quelques lignes, cette savante et intéressante cau- 
serie : 

La plupart des transformations chimiques étudiées autrefois 
étaient des transformations totales. On a reconnu aujourd*hui 
qu'un grand nombre de réactions ne sont que partielles. Ainsi, 
M. Henri Sainte-Claire Deville a montré qu'à une très haute 
température, mille degrés, par exemple, la vapeur d*eau se 
décompose partiellement en hydrogène et en oxygène ; inverse- 
ment, à mille degrés, Fhydrogène et Toxygène ne se combinent 
que partiellement. 

C*est là ce qu'on appelle la dissociation d'un corps composé. 
On y a rattaché diverses réactions partielles et réversibles ana- 
logues. 

Les expériences numériques détaillées faites sur ces phéno- 
mènes y ont montré lexistence d'une limite fixe pour une mémo 
température. Ainsi le carbonate de chaux, chauffé en vase clos, 
se décomposç jusqu'à ce que l'acide carbonique produit ait 
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atteint une tension déterminée, de la même manière que Teau 
chauffée en vase clos se vaporise jusqu*à ce que la vapeur ait 
atteint une tension maximum. L'acide iodhydrique gazeux se 
décompose lentement en hydrogène et en vapeur d'iode seule* 
ment jusqu'à une certaine limite. L*aIcool réagit sur les acides 
pour produire les étbers jusqu'à ce que les deux tiers de la masse 
soient éthérisés. Dans ces deux derniers cas, où les corps en 
présence sont tous liquides ou tous gazeux, la présence d'un 
excès de l'un des composants change la valeur de la limite et 
egipéche la décomposition d'être aussi avancée. 

L'interprétation la plus naturelle de ces réactions partielles et 
réversibles consiste à regarder la limite comme résultant de 
l'antagonisme entre deux actions inverses simultanées qui 
s'équilibrent l'une l'autre. La chaleur tend à décomposer le 
corps composé; mais, en même temps, les deux éléments tendent 
à se combiner de nouveau. Il finit par s'établir un équilibre 
entre les deux tendances inverses lorsque, dans un temps donné, 
la décomposition est balancée par la combinaison, et alors la 
limite est atteinte. Dans le cas où le corps composé et ses deux 
éléments sont liquides ou gazeux, si l'on met l'un de ceux-ci en 
excès, il peut plus facilement satisfaire son affinité vis-à-vis de 
l'autre, et il s'en combine alors une plus grande quantité dans 
un temps donné. 

Le calcul mathématique s'est emparé de toutes ces questions. 
On arrive aujourd'hui pour beaucoup de corps, étant donné l'un 
des nombres d'une expérience, à retrouver tous les autres. C'est 
ainsi qu'en astronomie la position d'une planète sur son orbite 
à on instant donné permet de calculer toutes ses positions anté- 
rieures et postérieures. 

Une première théorie, fondée sur l'étude de la vitesse des 
réactions, traduit en langage mathématique l'interprétation don- 
née tout à l'heure. Pour une température donnée, on calcule d'un 
cdté la vitesse de la combinaison, de l'autre la vitesse de la 
décomposition; leur différence est la vitesse du phénomène 
d'équilibre, seul accessible à l'expérience. 

Une seconde théorie, fondée sur la théorie mécanique de la 
chaleur, permet de suivre l'influence de la température. Pour 
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rétablir, on imagine une machine thermique fondée sur la dis- 
sociation, au même titre qu'une machine à vapeur est fondée sur 
la vaporisation. On calcule le rendement qui, d'après les prin- 
cipes de la thermodynamique, est le même pour toutes les 
machines thermiques fonctionnant dans le même intervalle de 
température. Les résultats de ce calcul relient les conditions de 
réquilibre à la quantité de chaleur dégagée dans la réaction. 

Les phénomènes de dissociation et d'équilibre chimique con- 
stituent toute une branche nouvelle de la chimie, qui n'a plus 
les allures purement empiriques qu'on attribue souvent è cette 
science. La chimie prend ainsi un caractère de plus en plus 
élevé et philosophique. 

La Revue des questions scientifiques (janvier 1887) a publié, 
sous le même litre, un article de M. Lemoine où nos lecteurs 
trouveront, avec d'importants développements, la plus grande 
partie de la conférence précédente. 

II 

ASSEMBLÉE GÉNÉRALE DC JECU IT JAÏIYIBII I8S7. 

La conférence de ce jour» faite par M. Louis Dollo, avait pour 
sujet : Le Bainosnwre H ks autres vertébrés fossiks ajoutés 
récemment ans coHections dm Musée royo/ de Bruxelles. La 
Soeiéié $'e$l réunie^ pour Tenlendre, dans les salles mêmes du 
Musée. 

Il sérail i peu près impossible de résumer iei les savantes 
descriptions de M. Dollo. Heureusement, l'auteur les a publiées, 
en avril el juillet 1887» dans la Retue des quesiioms scieniifiques, 
et nous préférons y renvoyer le leeteur. 

m 

A$$EMaLÉE «É.NÉRALE W LV:tM 1$ AVma l»7. 



Le Rs P. CiriHuiiieile. $een^aire de la Soeièiè sdeniifiqoe, lit 
le rtpfNMl $ui\«iii : 
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Messieurs, 

L'histoire de la Société scientifique de Bruxelles, pendaut 
i année sociale qui se termine à cette session, diffère notable- 
ment et sur plus d'un point de Fhistoire générale du monde pen- 
dant la même période. Bien que nous ayons la prétention d*étre 
de notre époque, je ne pense pas que cette différence doive 
nous affliger; car elle est tout en notre faveur. Pendant que des 
menaces de guerre sans cesse renouvelées maintenaient Tinquié- 
tude en Europe, et que les télégrammes de l'étranger nous 
annonçaient des. crises gouvernementales, une concorde parfaite 
a toujours présidé à nos réunions générales, et les séances du 
Conseil n'ont été troublées par aucune discussion orageuse. Pen- 
dant que la crise industrielle et la crise agricole sévissaient 
autour de nous, nos travailleurs à nous ne se sont jamais mis 
en grève, et nos publications en sont une preuve suffisante; car 
la Revue des questions scientifiques n'a rien perdu de sa valeur et 
de sa régularité, et, si le tome X de nos Annales est cette année 
en retard, ce n'est pas parce que la collaboration y a fait défaut, 
c'est précisément pour une raison contraire. Je puis heureuse- 
ment ajouter que ce volume sera, sous peu de jours, envoyé à 
tous les ayants droit. Le spectre du déficit, qui trouble aujour- 
d'hui ou devrait troubler tant d'administrations publiques, ne se 
montre pas même à l'horizon le plus lointain de la nôtre. Le 
rapport de notre trésorier vous le prouvera dans quelques 
instants. Aucune catastrophe ne semble menacer notre œuvre. 
Elle est solidement assise sur ses bases; et, semblable eu cela au 
pays où elle a son centre, elle peut espérer qu'aucune détona- 
tion souterraine, aucun tremblement de terre ne viendront 
rébranler. C'est encore un point par où notre histoire particu- 
lière diffère de l'histoire générale de cette dernière année. 

Pareille situation doit nous réjouir, sans doute; mais, ne l'ou- 
blions pas, ce qu'elle doit nous inspirer, ce n'est pas l'orgueil, c'est 
la reconnaissance; la reconnaissance envers Dieu. Sans lui, ni les 
premiers fondateurs de notre Société, ni leurs continuateurs n'au- 
raient réussi. Comme le disait déjà David il y a trois mille ans, 
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si le Seigneur lui-même . n'édifie la maison, ses fondateurs tra- 
vailleront en vain. Nisi Dominus œdificaverit domum, in vanum 
laboraveruniquiœdificant eam(^). 

C'est lui qui nous a inspiré la pensée de nous réunir, non 
seulement pour mieux cultiver les sciences qui nous sont chères, 
mais aussi pour démasquer le charlatanisme scientifique qui 
essaye aujourd'hui d'exploiter les découvertes et l'autorité de la 
science au profit de l'irréligion. Dès notre première réunion 
générale, le 18 novembre 187 S, nous recevions la bénédiction 
de Pie IX ; et puisque cette année op célèbre dans le monde 
entier le jubilé sacerdotal de Léon XIII, j'ai bien le droit de rap- 
peler ici quelques-uns des encouragements que ce grand pape a 
daigné nous adresser. Dès la première année de son pontifical, il 
nous écrivait qu'il avait vu avec plaisir la constitution de notre 
Société et ses premiers développements. « Certes, nous disait-il, 
puisque les ennemis acharnés de la religion et de la vérité ne se 
lassent point et s'obstinent même de plus en plus à proclamer 
l'opposition entre la raison et la foi, il est opportun que partout 
surgissent des hommes distingués par la science et la piété, qui, 
attachés de cœur aux doctrines et aux enseignements de l'Église, 
s'appliquent à démontrer qu' « il ne peut jamais exister de désac- 
cord réel entre la foi et la raison ». Et il nous exhortait à pour- 
suivre de tout l'effort de notre esprit l'objet assigné è notre 
Société, par d'éclatants exemples et par nos publications. 

A diverses reprises nous avons été admis à lui présenter des 
exemplaires de ces publications; et je ne puis m'empècher de 
rappeler encore les paroles que, dans une de ces eirconstances, 
devant une très nombreuse assemblée de savants catholiques, il 
adressa i notre délégué : « Ah! la Société scientifique de Bruxelles, 
je la connais, je l'aime beaucoup, elle fait beaucoup de bien. • 
Et, se répétant, il ajoutait aussitôt paternellement : « Oui, je la 
bénis de nouveau» elle fait beaucoup de bien, je l'aime beaucoup; 
dites4e bien k Bruxelles i votre retour. Oui» mes enfants, contî- 
nuex» continuez. • 
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Pour lui prouver que nous avons continué et que ses encou- 
ragenoients n'ont pas été perdus, nous lui présenterons, cette 
année même, à Toccasion de son jubilé, toute la suite de nos 
publications. Annales et Revue; et nous croyons savoir que tous 
nos membres joindront à cet envoi un exemplaire de tous les 
ouvrages scientifiques publiés par eux en dehors de ces deux 
collections. Nous joindrons à ces hommages la prière qui, de 
tous les points du monde catholique, s*élève en ce jour vers le 
ciel : Puisse Dieu nous conserver longtemps un pontife aussi utile 
à son Église t 

Il me reste à vous donner les renseignements usuels sur le 
mouvement de cette année. Parmi les huit noms inscrits à notre 
liste funèbre, il en est un que je me reprocherais de ne pas 
signaler particulièrement, celui de M^ Pieraerts, recteur de cette 
Université catholique de Louvain à laquelle notre Société scien- 
tifique est redevable de tant de membres distingués et de tant de 
beaux travaux. Les sciences, nous le savons, ont tout particuliè- 
rement regretté cette perte. Mais nous avons le droit de penser 
que Dieu a voulu les en dédommager en lui donnant pour s ucces- 
seur le savant prélat que son zèle pour les études scientifiques 
avait appelé dans nos rangs dès le premier jour de notre exis- 
tence, et que pendant nos premières années nous avons compté 
parmi les membres de notre Conseil. 

Nous avons aujourd'hui sur nos listes 384 membres belges et 
178 membres étrangers. C'est, relativement à Tannée précédente, 
une diminution de 20 sur le nombre total, qui n est plus que 
de 562. Ce déficit, espérons-le, sera bientôt comblé par le zèle 
de votre propagande. En revanche, le nombre des abonnés à la 
Bévue des questions scientifiques dépasse aujourd'hui de 1 1 le 
nombre de l'année dernière à la même date. 

Le rapport du Trésorier va vous démontrer qu'au point de vue 
des finances, notre situation est toujours non seulement satisfai- 
sante, mais florissante. Ce n'est pas 1à le principal, sans doute; 
mais, puisque le contraire serait un danger pour notre œuvre, 
nous pouvons nous réjouir de voir ce danger écarté. 



Il est ensuite donné lecture du rapport suivant présenté par le 
Trésorier, 

Compte détaillé des recettes et des dépenses de l^exerdce écoulé 

du 20 avril 4886 au 40 avril 4887. 

Recettes. 

Encaisse au 20 avril 1886 fr. 43>71 27 

463 cotisations 6,945 » 

2 rachats perpétuels 300 » 

908 abonnements à la Revue des questions scientifi- 
ques I69I23 83 

Remboursement de deux obligations Guillaume- 
Luxembourg 1 ,000 • 

Coupons du portefeuille 2,391 • 

Intérêts en banque au 30 juin 1886 728 80 

— — au 31 décembre 1886 ... 811 8S 

Total. . . fr. 71,771 75 

Dépenses. 

Frais de bureau et voyages fr. 272 75 

— de recouvrement el salaire d'un commis . . 228 • 

— de banque 7 40 

— do session 399 35 

Impression et expédition des Ammlts el des circo- 

lîires 360 52 

Rftm dts qHtsHam stimtifiqms : 

a^ Direeiion et etUlabomiion 4>789 10 

4^ Impression et expédition 12,144 50 

Indenuiiié au st^cn^ire « 500 » 

Indemnité aux scncrélaires des sections .... iSO » 

SiiKs^ide pour redierdies seieniifiques .... 300 • 

Kncniss^au lOavrillï^ 39,620 13 

ToTAU . .fr. 71.771 75 
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Deux postes de ce dernier tableau diffèrent assez notablement 
de ce qu*ils étaient d ordinaire dans les rapports annuels. La 
dépense intitulée : Impression des Annales et circulaires n'est si 
faible aujourd'hui que parce que le tome X des Annales n*est 
pas encore expédié. La différence figurera aux dépenses de Tannée 
prochaine. Si, au contraire, Timpression de la Revtie parait coûter 
plus que de coutume, c'est que, par le changement introduit 
dans tes dates des règlements de compte, ce poste comprend, 
cette année, cinq trimestres au lieu de quatre. Cette anomalie 
disparaîtra naturellement dans les rapports suivants. 

Situation du capital au 40 avril 1887. 

Capital social. 

Actif. 7,400 francs. Emprunt de TÉtat 
belge 4 "/o ancien, à fr. 101,50, 
intérêts non compris 7,511 » 

1,500 francs. Emprunt de TÉtat 
belge 3 V» à fr. 93,50, intérêts non 
compris 1,402 50 

30 actions privilégiées du chemin 
de fer de Bruxelles-Lille-Calais, à 
fr. 430, intérêts non compris . . 1 2,900 » 

Espèces à placer en fonds publics 
provenant : 

1"* De neuf rachats perpétuels . 1,350 » 

2* De quatre parts de fondateur. 2,000 » 

25,163 50 



Passif. 32 parts de fondateur de 

500 francs 16,000 » 

36 rachats perpétuels de 150 fr. 5,400 » 



21,400 



Excédent d'actif . . . fr. 3,763 50 
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Réserve. 



3 



10,000 francs. Emprunt de TÉtat belge 4 7o nou- 
veau, à fr. 101,25, intérêts non compris . . Ir. 10,125 » 

10,000 francs. Obligations de la Caisse d'annuités 
dues par l'État à 4 Va V«> * fr. 1 15,50, intérêts 
non compris 11,550 

50 obligations du chemin de fer Guillaume-Luxem- 
bourg 3 Vo) ^ 427 francs, intérêts non compris. 21,350 » 

Total. . . . fr. 43,025 » 

M. le Président propose à rassemblée de nommer, pour 
vérifier le compte rendu du trésorier, MM. Ch. Lagasse et Otto. 
— Adopté. 

La parole est à M. Louis Henry, professeur à l'Université 
catholique de Louvain, pour sa conférence sur La nature des 
éléments chimiques. Nous donnons ici, en attendant une publi- 
cation plus étendue, un court résumé de ce beau travail : 

Environ 70 corps simples sont inscrits aujourd'hui h l'état 
civil de la chimie. Par leur association deux à deux, trois à 
trois, etc., suivant des proportions et des lois bien connues, ils 
déterminent la multitude des corps composés. 

Que sont en réalité ces corps simples? Sonl-ce des êtres véri- 
tablement distincts au fond, ou bien existe t-il une matière unique 
dont ils représentent des modifications diverses? 

Telle est la question que M. Louis Henry s'est proposé d'exa- 
miner. 

Il constate que cette question est ancienne et qu'elle a toujours 
été résolue de la même manière, par l'affirmative. L'idée de 
l'unité essentielle de la matière était au fond de toutes les 
doctrines alchimiques, car il eût été insensé de chercher à 
réaliser la transmutation des corps les uns dans les autres, si Ton 
n'avait pas cru à l'identité de leur nature. Aujourd'hui, quoi- 
qu'elle soit en dehors de l'enseignement classique, l'idée de 
l'unité de la matière est admise par la généralité des chimistes. 
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M. Henry expose les fondements sur lesquels repose eette 
doctrine. 

Au milieu d'un grand nombre de faits qu'on pourrait invo- 
quer^ il signale particulièrement quelques faits généraux, 
notamment Texistence des familles naturelles parmi les corps 
simples, les rapports quelquefois étroits de ces familles entre 
elles et la localisation possible de certains éléments dans plusieurs 
familles distinctes, — le phénomène de Tallotropie dans les corps 
simples; — Texistence de certains groupements atomiques, doués 
d'une stabilité particulière, et se comportant comme des atomes 
simples proprement dits, Tanalogie d'allures à établir sous divers 
rapports entre les corps regardés comme simples et les corps 
composés proprement dits, etc. 

Toutes ces données multiples se résument en fin de compte 
en deux faits incontestables : 
a) Analogie des corps simples avec les corps composés; 
6) Analogie des corps simples avec eux-mêmes. 
Si les corps simples ne sont que des modifications d'une 
matière primordiale unique, quelle est celle-ci? 

A cette question, il n'y a, selon M. Henry, qu'à confesser 
notre ignorance; cette matière primordiale nous est totalement 
inconnue; tout ce qu'il est permis scientifiquement d'affirmer, 
c'est qu'elle doit se constituer de particules beaucoup plus déli- 
cates, plus ténues que celles qui constituent notre hydrogène, 
qui représente actuellement la matière dans son plus grand état 
de raréfaction. 

Si la matière est une, le fait de la transmutation des corps 
simples les uns dans les autres est rationnellement possible. 
A-t-il été réalisé jusqu'ici? 

M. Henry répond par une négation absolue à cette question. 
Les alchimistes d'autrefois n'étaient que des dupeurs ou des 
dupés, et toutes leurs tentatives sont restées absolument stériles. 
Il en est de même de toutes celles qu'ont faites certains 
chimistes et physiciens dans des temps plus rapprochés de nous. 
Mais ce qui n'a pas été possible jusqu'ici le sera-t-il jamais? 
M. Henry fait remarquer que, la notion des corps simples 
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reposant précisément sur leur force de résistance à nos moyens 
d'action, on ne pourra en réaliser la décomposition que par des 
agents qui nous sont encore inconnus, ou par nos agents actuels 
dans des circonstances tout autres que celles dans lesquelles 
nous les employons aujourd'hui. 

Quoiqu'il faille, en présence des merveilles réalisées par la 
science contemporaine, être fort réservé quand il s'agit d'assigner 
des limites à la puissance de l'homme sur le monde créé, 
M. Henry ne croit pas qu'il sera jamais possible de décomposer, 
de transformer les uns dans les autres les éléments chimiques. 
Ils représentent des formes stables pour la matière brute, comme 
les espèces vivantes pour la matière animée. 

La vie est une aussi, et les lois de son activité sont les mêmes 
à tous les degrés de l'échelle organique. Est-il un naturaliste qui 
puisse affirmer que jamais une espèce a été transformée réelle- 
ment dans une autre? 

Quoi qu'il en soit, la transmutation des corps simples les uns 
dans les autres est une découverte à redouter. 

Si l'on pouvait faire de toutes pièces toute matière quelconque, 
quel serait le prix des choses? Nos métaux précieux perdraient 
dès l'instant même une grande partie de leur valeur. Lorsque l'on 
constate quel trouble profond dans les relations commerciales 
amène une variation même faible dans la valeur relative de l'or 
et de l'argent, on devine de quelle commotion profonde la société 
serait agitée si les chimistes pouvaient faire sortir à volonté de 
l'or et de l'argent de leurs creusets. 

La pensée s'effraie devant de telles conséquences. Mais la 
puissance de l'homme a des limites, et la divine Providence est 
à la fois la puissance absolue et la sagesse absolue. 

IV 

ASSEMBLÉE GÉNÉRALE DU MARDI 19 AVRIL 1887. 

M. Alphonse Proost, professeur à l'Université catholique de 
Louvain, et inspecteur de l'agriculture, fait une conférence sur 
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V Analyse du sol par la plante. Nous n*en donnerons ici qu*un 
bref résumé, parce qu'elle a paru, avec quelques développe- 
ments, dans la livraison de juillet 1887 de la Revue des ques^ 
tions scientifiques. 

En réponse aux critiques formulées par divers agronomes et 
reprodnitcs par la presse agricole, M. Proost s'attache à préciser 
les conditions de l'analyse du sol par la plante et à déterminer 
Tutilité des champs d'expériences et de démonstration. 

II invoque le témoignage du doyen des agronomes et des chi- 
mistes de France; M. Ghevreul reconnaît que la preuve de l'effi- 
cacité des champs d'expériences n'est plus à faire et que le champ 
de démonstration est le plus éloquent des professeurs. 

Après avoir exposé, dans sa synthèse rapide et substantielle, 
les dernières conquêtes de la chimie agricole et de la physiologie 
appliquée à l'agriculture, l'orateur expose ses recherches et ses 
travaux personnels depuis son entrée à la Société centrale d'agri- 
culture de Belgique. Il rappelle notamment la campagne com- 
mencée avec le concours de M. 6. Ville en 1874, les nombreuses 
analyses du sol par la plante qu'il a dirigées dans diverses régions 
agricoles de la Belgique, l'organisation de l'enseignement intuitif 
de l'agriculture par les champs d'expériences dans les écoles pri- 
maires de la Normandie de 1879 à 1881,1e champ d'expériences 
de Louvain, qui lui a permis d'élever le rendement d'une variété 
locale de 1 5,000 à 34,000 kilos, les culturesexpérimentales dans le 
sable lavé de verrerie, qui permettent de répéter en plein air les 
expériences classiques des laboratoires agricoles et des serres de 
végétation, c'est-à-dire de mettre à la portée de tous, par des for- 
mules d'engrais simplifiées, la démonstration expérimentale de 
la doctrine delà restitution. 

L'orateur a soumis à l'assemblée des photographies de ses der- 
DÎères cultures, qui permettent de comparer l'action des divers 
engrais naturels et artificiels de notre pays dans un milieu com- 
plètement inerte et stérile, la couche de sable dans laquelle il 
opère ne présentant guère que quelques eentimètres de profon- 
deur. Enfin, dans udc péroraison chaleureuse, Torateur a plaidé. 
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en se plaçant exclusivement au point de vue scientifique Ja cause 
des classes rurales et de Tagriculture, qui jouent dans lagrégat 
social le même rôle que les organes régénérateurs de la force et 
du sang dans Torganisme individuel. Il a rendu horomage en ter- 
minant à rinitiative du Ministre de Fagriculture qui, le premier 
en Belgique depuis M. Rogier, a pris vigoureusement et géné- 
reusement à cœur la cause de nos campagnes. 



ASSEMBLÉE GÉNÉRALE DU MERCREDI SO AVRIL i887. 

Sous le titre : La fortification moderne et les progrès de l'or- 
tilleriey M. le lieutenant- général Jacmart a traité devant rassem- 
blée générale un sujet malheureusement trop actuel. A la demande 
des auditeurs qu'il a charmés^ il a consenti ensuite h publier dans 
la Revue des questions scientifiques (juillet 1887) cette confé- 
rence, que nous nous contentons de résumer ici : 

L orateur commence par un coup d'œil rapide sur Thistoire 
de la fortification et de rartillerie depuis leurs origines jusqu'à 
nos jours. L'orateur montre que chaque progrès dans Tune de 
ces branches de Fart de la guerre est presque immédiatement 
suivi d'un progrès correspondant dans l'autre, l'avantage passant 
ainsi alternativement dans la guerre de siège de l'assiégé à l'as- 
siégeant et réciproquement. 

M. Jacmart divise Thistoire de la fortification en trois grandes 
époques : Fàge de la pierre ou des murailles épaisses en maté- 
riaux durs, Fàge de la terre ou des parapets de Vauban et l'Age 
du fer ou des batteries cuirassées. 

L'artillerie, de son côté, parcourt les trois époques correspon- 
dantes : du bois ou des ressorts, de la poudre et des canons, de 
la mélinite ou des explosifs. 

Arrivé au temps présent, lorateur donne une description som- 
maire des coupoles tournantes, de leur mode d'action et des 
expériences auxquelles elles ont été soumises pour constater leur 
force de résistance au tir des canons rayés. 
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Puis il passe à rexnmen des effecs produits par les nouveaux 
projectiles appelés obus-torpilles. 

Il réduit à des proportions plus modestes et plus justes les 
exagérations des journaux qui ont rendu compte des expériences 
de la Malmaison et de Magdebourg. 

Il démontre à Tévidence que l'emploi des explosifs pour le 
chargement des projectiles de campagne irait diamétralement à 
rencontre des effets que Ton veut obtenir. 

Enfin, se basant sur les expériences les plus récentes, il con- 
clut en disant que, si les anciennes fortifications ne peuvent 
braver les nouveaux engins de Tartillerie, les ingénieurs mili- 
taires sont dès aujourd'hui en mesure d'en construire de nou- 
velles qui pourront leur résister victorieusement. 

VI 

ASSEMBLÉE GÉNÉRALE DU JEUDI 21 AVRIL 1887. 

Les deux commissaires nommés lundi dernier, MiVI.Ch. Lagasse 
et Otto, proposent à rassemblée d'approuver les comptes. Cette 
proposition est adoptée. 

Le R. P. Perry, directeur de l'Observatoire de Stonyhursi, 
entretient ensuite la Société de l'expédition anglaise pour l'ob- 
servation de réclipse totale du soleil du 29 août 1886. Il a fait lui» 
même partie de celte expédition, et son équatorialde 8 7s P^^'^^^» 
établi dans la petite ile de Garriacou, à 20 milles au nord de Gre- 
nade, une des îles du Vent, lui a permis de suivre toutes les 
phases de l'important phénomène. Aujourd'hui il nous apporte 
de magnifiques photographies qui, projetées à la lumière oxhy- 
drique, servent d'illustrations à sa conférence. 

II débute par quelques remarques générales sut la nature des 
phénomènes solaires, et s'attache en particulier ^ montrer le 
rapport des observations d'éclipsés avec les différentes parties de 
ce sujet. Puis, pour mettre plus en lumière le but qu'on se pro- 
posait dans l'observation de l'éclipsé du 29 août 1886, il expose 
XI. h 
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avec assez de détails les progrès faits dans la science solaire, 
grâce aux éclipses précédentes. 

Le conférencier rappelle que les premières connaissances 
exactes sur les enveloppes solaires datent de Téclipse de 1842, 
si soigneusement observée dans le midi de la France et le nord 
de ritalie par des savants encore survivants. A cette époque, les 
astronomes hésitaient encore à regarder les protubérances qui 
se montrent autour de Fastre comme de vérilablss phénomènes 
solaires ; mais les photographies de M. de la Rue et de Secchi firent 
en 18j50 disparaître tout doute sur ce point. En 1868, les observa- 
tions spectroscopiques de MM. Janssen, Rayet, Tennant, Herschel 
et Pogson établirent la nature gazeuse de Tenveloppe solaire, dont 
les proéminences ne forment que les traits les plus remarquables; 
les raies de Thydrogène apparurent alors si brillantes que 
M. Janssen conclut qu'on les pourrait observer en pleine lumière. 
Durant réclipse de 1869, le spectroscope fournit au docteur 
Young la première connaissance exacte de la nature de Tenveloppe 
qui entoure la chromosphère, par la détermination précise de la 
position de la raie principale du spectre de la couronne, laquelle 
se trouva être au 1474 de Téchelle de Kirehhoff. En 1870, la 
couronne solaire fut photographiée avec grand succès par 
M. Brothers; mais, en 1871, les photographies de MM. Lindsay 
et Tennant atteignirent une perfection bien difficile à surpasser. 
L'éclipsé de 1878 fut surtout remarquable par les observations de 
M. Langley, qui parvint à suivre la couronne jusqu'à une distance 
de douze diamètres, soit environ 15 millions de kilomètres, à par- 

m 

tir du centre du soleil. L'écIipse observée en Egypte en 1889 est 
restée célèbre par les splendides photographies qu'on y prit du 
spectre de la couronne; celle de 1883 ne l'est pas moins et à 
cause de l'étendue de la lumière coronale que l'on put y pho- 
tographier, et à cause de la découverte probable du carbone 
dans l'atmosphère solaire. 

Voici donc les points sur lesquels fut appelée surtout l'aUen- 
tion des astronomes qui observèrent Péclipse de 1886 : 

1* L'étude photographique des courants lumineux dans la 
couronne intérieure et des raies du spectre ; 
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2° L'étendue des couches extérieures peu brillantes, observées 
à Taide d'un disque interceptant la lumière de la portion plus 
brillante de la couronne; 

3'' L'existence du carbone dans le soleil;- 

4® La formation des raies de Fraunhofer par absorption dans 
les couches successives de l'atmosphère solaire; 

5^ La chaleur des différentes portions de la couronne; 

G** La possibilité de photographier la couronne en pleine 
lumière solaire. 

Les photographies obtenues ont été très satisfaisantes; on a 
fait aussi d'utiles dessins des couches extrêmes. 

D'ailleurs, les recherches sur l'existence du carbone dans le 
soleil ont donné un résultat négatif. 

La formation des raies de Fraunhofer à différentes hauteurs a 
été rendue probable. 

La chaleur de la couronne a été soigneusement déterminée; 
mais la nature coronale du halo qui entoure la photosphère, 
lorsque des photographies du soleil sont prises en pleine lumière, 
est restée tout à fait indécise. 

Tels sont les résultats obtenus durant la dernière éclipse par 
les observateurs : MM. Pickering, frère du directeur de l'Obser- 
vatoire de Cambridge, Tacchini, Lockyer, Schuster, Thorpe, 
Darwin, Turner, Maunder et Perry. 

M. le Président proclame ensuite le résultat des élections (voir, 
page 43, la composition du Bureau et du Conseil) et déclare la 
session close. 
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Sur Porthographe du nom Drcisscnsia, par G. Dewalque. (Extrait des 

A nnales de la Société géologique de Belgique.) 
Des parallèles dans Tcspace. Droites et plans parallèles, par Tabbé Duché- 

min. — Âvranches, 1887. 
Théorie des parallèles sans postulatum, et certitude de la géométrie, par 

Tabbé Duchcmin. — Avranches, 4888. 
L^origine du français, par Tabbé J. Espagnolle. T. h'. — Paris 4886. 
Philanlhropy in 4886. A word of warning to Ihe truly benevolent. Four 

poems, by Edward St. John Fairman. — London, 4886. 
Notices scientifiques sur la nutation séculaire de Taxe du monde et sur les 

dates fixes du froid, par F. Folie, directeur de TObservatoire. (Extrait de 

l'Annuaire de l'Observatoire royal.) — Bruxelles, 4886. 
Notices extraites de TAnnuairc de TObscrvatoire royal de Bruxelles 

pour 4887, par F. Folie, directeur de TObservatoire. — Bruxelles, 1887. 
Notices sur la nutation diurne et la libration de Técorce terrestre, et sur les 

marées atmosphériques lunaires, par F. Folie^ directeur de TObserva- 

toire. (Extrait de V Annuaire de l'Observatoire royal pour 4888.) — 

Bruxelles, 4887. 
Les plans planétaires et Téquatcur solaire, par L. Niesten, astronome à 

rObservatoire royal de Bruxelles. Rapport de M. F. Folie. (Extrait des 

Bulletins de l'Académie royale de Belgique, 4888.) — Bruxelles, 4888. 
Sur la détermination de la force du vent en grandeur et en direction, par 

A. Damry. Rapport de M. F. Folie. (Extrait des Bulletins de l'Académie 

royale de Belgique, 4888.) — Bruxelles, 4888. 
Sur rincorrcction des formules proposées par Fabritius pour la réduction 

des circom polaires, par M. F. Folie. (Extrait du Bulletin eutronomique.) — 

Paris, 4888. 
Les nouvelles institutions de bienfaisance. Les dispensaires pour enfants 

malades. L*hospice rural. Par le D' A. Foville, inspecteur général des 

établissements de bienfaisance et d'aliénés. — Paris, 4888. 
Observations ncuro- pathologiques. Pseudo-sclérose. Paramyoclonus multi- 
plex, par le D** X. Francotte, agrégé à PUnirersilé de Liège. (Extrait des 

Annales de la Société médico-chirurgicale de Liège.) — Liège, 4887. 



— i»o — 

Cours d^analyse infinitésimale, par Ph. Gilbert, professeur à TUniversité 
catholique de Louvain. Partie élémentaire. Troisième édition. — 
Paris, 1887. 

Sur quelques conséquences de la formule de Green et sur la théorie du 
potentiel, par M Ph. Gilbert, professeur à TUniversité de Louvain. 
(Extrait du Journal de Mathématiques pures et appliquées,] — Paris, 1884. 

Sur quelques théorèmes de Sluse; par M. Ph. Gilbert, professeur à TUni- 
versité catholique de Louvain. (Extrait de Mathesis.) — Gand, 1886. 

Sur les accélérations des points d'un système invariable en mouvement; par 
M. Ph. Gilbert. — Paris, 1887. 

Sur la théorie de M. Helmholtz relative \ la conservation de la chaleur 
solaire, par M. Ph. Gilbert. (Extrait des Comptes rendus de V Académie des 
sciences,) — Paris, 1 885. 

Comment faut-il opérer les polypes du nez? par le D' Ch. Goris. (Extrait de 
la Presse médicale belge.) — Bruxelles 1887. 

De renseignement de la philosophie dans les Universités allemandes, par 
A. Grafé. (Extrait de la Revue de l'instruction publique en Belgique.) — 
Gand, 1887. 

Bibliothèque du marin. Théorie du navire, par E. Guyou, capitaine de fré- 
gate. Suivi d'un traité des évolutions et allures, par le contre-amiral 
Mottcz. — Paris, 1887. 

Le socialisme considéré au point de vue du droit naturel, par Louis Halleux, 
avocat à Bruges, membre de la Société belge d'économie sociale. — 
Bruges, 1887. 

Traitement des forêts en Belgique. Rapport au Congrès agricole et forestier 
de Bruges en 1887, par J. Houba, garde général des eaux et forets, ancien 
élève de PÉcoIe forestière de Nancy. — Liège, 1887. 

Bibliographie générale de Tastronomie, par J. C. Houzeau, ancien directeur 
de rObservatoire royal de Bruxelles, et A. Lancaster, bibliothécaire de 
cet établissement. — Tome I, ouvrages imprimés et manuscrits. — Pre- 
mière partie. — Bruxelles, juin 1887. 

Notice biographique sur M. Frédéric Hairion, professeur émérite de TUni- 
versilé catholique de Louvain, par Al. Eugène Hubert. (Extrait de la 
Revue médicale^ de Louvain.) — Louvain, 1888. 

Recherche du nombre maximum de points doubles (proprement dits et 
distincts) qu'il est permis d'attribuer arbitrairement à une courbe 
algébrique d'ordre m^ cette courbe devant d'ailleurs passer par d'autres 
points simples, qui complètent la détermination de la courbe; par M. de 
Jonquières. (Extrait des Comptes rendus hebdomadaires de l'Académie des 
sciences.) 
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Détermination du nombre maximum de points multiples d*un même ordre 
quelconque r, qu^il est permis d'attribuer arbitrairement à une courbe 
algébrique G^ » de degré m, conjointement avcd d'autres points simples 
donnés en nombre suffisant pour compléter la détermination de la courbe; 
par M. de Jonquières. (Extrait des Comptes rendus hebdomadaires de l'Aca- 
démie des sciences.) 

Génération des courbes unicursales, d'ordre et d'espèce quelconques; par 
M. de Jonquières. (Extrait des Comptes rendus des séances de l'Académie 
des sciences.) 

Génération des surfaces algébriques d'ordre quelconque, par M. de Jon- 
quières. (Extrait des Comptes rendus des séances de l'Académie des 
sciences.) 

Sur les monyements d'oscillation simultanés de deux pendules suspendus 
' bout à bout; par M. de Jonquières. (Extrait des Comptes rendus des séances 
de l* Académie des sciences,) 

Les épitres d'Horace traduites en vers français, par E. de Jonquières, contre- 
amiral. — Orléans, 1879. 

Fête annuelle des délégués des patronages de Paris, le 8 mai 1887. Discours 
prononcé par M. de Jonquières. — Versailles, 1887. 

Société centrale de sauvetage des naufragés. Vice-amiral E. de Jonquières. 
Rapport sur le budget de 4887. Assemblée générale du 11 mai 1887. — 
Paris, 1887. 

Les sociétés coopératives, par Charles Lagasse, ingénieur. Seconde édition. 

— Paris-Bruxelles, 1887. 

Conférence sur le sens des mouvements de l'écorce terrestre, par Â. de Lap- 
parent (Extrait du Bulletin de la Société géologique de France.) — 1887. 

La géologie en chemin de fer. Description géologique du bassin parisien et 
des régions adjacentes, par A. de Lapparent. Avec une carte géologique 
du bassin de Paris, une carte bypsométrique et une feuille de coupes. — 
Paris 1888. 

Note sur la contraction et le refroidissement du globe terrestre, par M. A. de 
Lapparent. (Extrait du Bulletin de la Société géologique de France.) — 1887. 

A. de Lapparent. — Les tremblements de terre. (Extrait du Correspondant.) 

— Paris, 1887. 

L'agriculture et le libre- échange, par M. Alf. Legrand-Benoil. — Namur, 
f886. 

La crise. — Conférence donnée par M. Alf. Legrand-Benolt. — Namur, 1887. 
Discours prononcé au nom de l'Académie royale de Belgique lors des funé- 
railles de M. Melsens par M. Ed. Mailly, directeur de la Classe des 
sciences. (Extrait des Bulletin» de l'Académie royale de Belgique.) •» 
Bruxelles, 1886. 
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Études pour servir à Thistoire des sciences et des lettres en Belgique, pen- 
dant la seconde moitié du XVf II* siècle; par Ed. Mailly, membre de l'Aca- 
démie royale de Belgique; I et II. — Bruxelles, 1877-1887. 

Étude pour servir à Thistoire de la culture intellectuelle à Bruxelles pen- 
dant la réunion de la Belgique à la France^ par Ed. Mailly, membre de 
TAcadcmie royale de Belgique. (Extrait des Mémoires couronnés et autres 
mémoires de l'Académie royale de Belgique,) — Bruxelles, 1887. 

Résumé du cours d^analyse infinitésimale de T Université de Gand, par 
P. Mansion, professeur ordinaire à TUniversité de Gand. — Calcul diffé- 
rentiel et principes de calcul intégral. — Paris, 1887. 

Estudios cientificos y filosoficos. — Ensayo sobre una clasificacion de las 
cicncias por Ramon Mantcrola, ciudadano mexicano. — Mexico, 1884. 

Discurso leido en la apertura del curso académico de 1887 à 1888 en la 
Universidad literaria de Valencia por el doclor D. Miguel Marzal y 
Bertomeu, catedràtico de la Facultad de ciencias. — Valencia, 1887. 

Rapport de la Commission chargée d^examiner la question relative à Thospi- 
talisation des épileptiques (1" rapport). — M. Masoin, rapporteur. (Extrait 
du Bulletin de l'Académie.) — Bruxelles. 

Rapport de la commission qui a été chargée de Texamen du travail de 
M.leD'G.Cousot, à Dînant, sur la paralysie périodique. — M. Masoin, rap- 
porteur. (Extrait du Bulletin de l'Académie royale de médecine de Belgique,) 
— Bruxelles. 

La Moral independiente y los principios del derecho nuevo, por el P. Venancio 
Maria de Minteguiaca, de la Compania de Jésus. Obra precedida de un 
Prôlogo de Don Juan Manuel Orti y Lara, catedrético de metafisica de 
la Universidad de Madrid. — Madrid, 1886. 

Histoire du Cartésianisme en Belgique, par Tabbé Georges Monchamp. — 
Broxelles-Saînt-Trond, 1886. 

Études morales et littéraires. — Épopées et romans chevaleresques, par 
Léon de Monge. — 1. Les Niebelungen. La chanson de Roland. Le poème 
du Cid. — Paris-Bruxelles, 1887. 

Origine du monde d'après la tradition, ouvrage posthume du chanoine 
Al. Mutais, de TOratoire de Rennes, avec Introduction sur la Cosmogonie 
biblique, par Charles Robert, prêtre de TOratoire de Rennes. — Paris, 
1888. 
La photographie astronomique ii l'Observatoire de Paris et la carte du ciel, 
par M. le contre-amiral E. Mouohex, directeur de l'Observatoire. — Paris, 
1887. 

Un coup d'oeil sur la eréation d'après la Genèse et la scienoe, par Pedro Nada. 
I** partie, l'Hexaméron. (Extrait du Magasin littéraire et scientifique.) — 
Gand. 
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Origine et ancienneté de l*liomme, par Pedro Nada. ~ Gand. 

Notice sur les catalogues de bibliothèqaes publiques, par F. Nizet. — 

Bruxelles, 4887. 
De la déviation dans l'ellipse, par M. Maurice d*Ocagne. (Extrait des Nim- 

velles Annalei de malhémaliques.) — Paris, 1886. 
Étude géométrique sur Tellipse. — Application au tracé des joints dans les 

voûtes elliptiques, par M. Maurice d*Ocagne, ingénieur des ponts et 

chaussées. — Paris, \ 886. 
Sur certaines déterminations de limites ; moyennes limites de deux nombres, 

par M. Maurice d'Ocagne, ingénieur des ponts et chaussées. (Extrait du 

Jomal de seiencias mathematieas e astronomicas). 
Sur les courbes algébriques de degré quelconque; par M. Maurice d*Ocagne, 

ingénieur des ponts et chaussées. (Extrait du Journal de mathématiques 

spéciales.) Paris, 4887. 
Les coordonnées parallèles des points; par M. Maurice d^Ocagne. (Extrait des 

Nouvelles Annales de mathématiques.) — Paris, 1888. 
Sur une classe de nombres remarquables, par M. Maurice d'Ocagne, ingénieur 

des ponts et chaussées. (Extrait de V American Journal of mathematics,) 
Quelques propriétés du triangle; par M. Maurice d^Ocagnc, ingénieur des 

ponts et chaussées. (Extrait de Mathesis.) — Gand. 
Les coordonnées cycliques, par M. Maurice d'Ocagne, ingénieur des ponts et 

chaussées. (Extrait de ilfaMcm.) — Gand, 4887. 
Notice sur les travaux mathématiques de Al. Maurice d^Ocagne, ingénieur des 

ponts et chaussées. — Rochcfort, 1887. 
Sur certaines fonctions symétriques ; application au calcul de la somme des 

puissances semblables des racines d'une équation, par M. Maurice d'Ocagne, 

ingénieur des ponts et chaussées. (Extrait du Jomal de sciencias mathe- 

matieas e astronomicas). 
Sur certaines sommations arithmétiques, par M. Maurice d'Ocagne. (Extrait 

du Jomal de sciencias mathematicas e astronomicas). 
Sur les péninvariants des formes binaires; par M. d'Ocagne. Deux notes du 

4 avril et du 16 mai 1887. (Extraits des Comptes rendus de l'/écadémie des 

sciences.) — Paris, 1888. 
Carta pastoral que el II">« y R>'<> Seflor D' Don Luis Felipe Ortiz, Obispo de 

Coria, dirige al clcroy pueblo de su diocesis, cou motivo de su entrada en 

ella. — Coria, 1886. 
Comple rendu de la Commission du travail instituée en Belgique le 4 5 avril 

1887, par M.Georges Picot, membre de Tlnstilut. (Séance du 21 mal 1887.) 

— Paris, 1887. 
Nouvel atlas céleste, précédé d'une introduction sur Tétude des constellations, 

augmenté de quelques éludes d'astronomie stellaire, par Richard A. Proctor, 

traduit de l'anglais par Philippe Gérigny. ~ Paris, 1886. 
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La question sociale. Discours pronoucé au cercle d*ouvrier8 d^Ânnecy, le 
dimanche 28 janvier 1883, par Th. de la Riye. — Annecy, 4883. 

Trois essais de religions modernes. Discours prononcés à Genèye et à Annecy 
par Th. de la Rive, membre correspondant de rAcadémie de Savoie. — 
Annecy, 1885. 

Sur la division de Struve dans Tanncau dn Saturne; par £. Stuyvaert, astro- 
nome adjoint à TObscrvatoire royal de Bruxelles. (Extrait des BtUletim 
de VA cadcmie royale de Belgique,) 

Las virludcs cristîanas en la vida moderna, conferencias predlcadas en la 
iglesia dcl Carmen de Madrid, en 1 885, por cl doctor D. José Taronjî y 
Cortcs, canonigo dcl Sacro Monte. — Madrid, 1887. 

Programa y rcsùmen de las lecciones de geometria descriptiva esplicadas en 
la Universidad central, por el catedràtico Don Eduardo Torroja. Tomo 
primero. — Madrid, 1884. 

Auger Bùsbecq et les Goths orientaux, par J. Vandcn Gheyn, S. J. Confé- 
rence faite au troisième congrès d'histoire et d^archéologte tenu à Bruges 
^août 1887). ~ Bruges, 1888. 

Les ports intérieurs et la Commission des canaux brabançons, par Ernest 
Van Elewyck. — Bruxelles, 1886. 

Les livres saints et la critique rationaliste. — Histoire et réfutation des 
objections des incrédules contre les saintes Ecritures, par F. Vigoureux, 
prêtre de Saint-Sulpice. Vol. III. •* Paris, 1887. 

Accumulateurs électriques, par M. A. Witz, professeur à la Faculté libre des 
sciences de Lille. (Publié par la Société industrielle du Nord de la France.) 

— Lille, 1887. 

De rénergie nécessaire pour la création d'un champ magnétique et Taiman- 

talion du fer, par M. Aimé Witz. — Paris, 1888, 
L'électricité considérée comme un transmetteur d'énergie. Conférences faites 

h la Société industrielle du Nord, par Bl. Aimé Witz, professeur à la 

Faculté libre des sciences de Lille. — Lille, 1887. 
Annucire de l'Observatoire royal de Bruxelles pour 1888, 55« année. 

— Bruxelles, 1887. 

Annual report of Ihe Board of régents of the Smilhsonian Institution, sho- 
wing the opérations, expenditures and condition of the Institution to 
july, 1885. Part L — Washington, 1886. 

Biblioteca nazionale centrale Vitlorio Emanuele di Borna. Bollettino délie 
opère moderne straniere acquistate dalle biblioteche pubbliche gover- 
native del regno d'Italia. Vol. I, n^ 3-6; vol. Il, n> 1-6.-- Roma, 18S6- 
1888. 

Boletin de la Junta gênerai del commcrcio de la Habana. Octubre 31 de 
1886. — Habaua, 1886. 
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Bolctin-revista de la juventud catôlica de Valencîa. Tomo V, ano V* 
Num. 59, enero. Num. 58, febrero. — Valencia, 1887. 

BulletÎQ de la Société des médecins et naturalistes de Jassy; première 
année, n« â. — Jassy, \ 887. 

Bulletin of the California Academy of sciences, vol. Il, n« 6, january 1887. 

L^Électricité ; organe deréclairage industriel, n<» I, décembre 1886. 

La Fédération artistique, organe hebdomadaire des intérêts artistiques, 
littéraires, scientifiques et industriels. N»* 20-24. — Bruxelles, 1888. 

Fédération, médicale belge. Compte rendu de rassemblée générale et 
annuelle, tenue le 22 septembre 1887. — Liège, 1887, 

Grand concours international des sciences et de Tindustrie, Bruxelles 1888. 
Quarante-septième concours. Applications de Pélectricité. 

L'Industrie moderne, journal bi-mcnsuel. Inventions, brevets et droit indus- 
triel. Première année. N' 3, 15 février 1887. — N« li, 2i juillet 1887. 
. — Bruxelles. 

Journal de TËcole polytechnique, publié par le Conseil d'instruction de cet 
établissement. 56* cahier. — Paris, 1886. 

Journal des beaux-arts et de la littérature. N<> 21. 15 novembre 1887. Vingt, 
neuvième année. 

Journal des installations maritimes de Bruxelles, paraissant tous les mois. 
5« année, n«' 1 et 2. — Bruxelles, 1888. 

La législation du travail en Belgique et le principe d'une législation inter- 
nationale du travail. ~ Bruxelles, 1887. 

Machine à gaz horizontale à compression et inflammation électrique, système 
de MM. Éd. Delamare-Deboutteville et Malandin. (Extrait du XXX* volume 
delà PublicationinduslrieUe de machines, outils et appareils,) — Paris, 1 886. 

Mcmorias de la Socicdad cientifica « Antonio Alzate •• Tomo I. — Mexico, 
1887. 

Den norskc Nordhavs-Expedition, 1876-1878, XVI. — Zoologi. ^ Mol- 
lusca. II,' ved Herman Friele. -r- Christiania, 1886. 

Den Dorske Nordhavs-Expedition, 1876-1878, XVII. — Zoologi. — Alcyo- 
nida, ved D. C. Daniclssen. — Christiania, 1887. 

Dco norskc Nordhavs-Expedition, 1876-1878, XVIIPet XVIIl^ Nordha- 
vets Dybder, Tcmperatur og Stromninger, ved H. Mohn. — Chris- 
tiania, 1887. 
Observaciones magndticas y meteorologicas del real Cplegio de Belen de la 
Compania de Jésus, en la Habana. 4** trimestre, octubre-diciembre 1885. 
— Habana, 1886. 
Observatorio mcleorologico de Manila bajo la direccion de los PP. de la 
CompaOia de Jésus. Observaciones verificadaa durante el 1'^' semestre 
de 1883. - Manila, 1883. 
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Postgraduate course of lectures; in abslract; eighth year, 4886-7. — 
S^-Louis University, S«-Louis, Mo. — Séries H, part. 1. 

Procecdings of the Davenport Academy of natural sciences. — Vol. I¥, 
4882-i88i. — Davenport, lowa, i886. 

Publication der Norwegischen Commission der Europaeischen Gradmessung. 

— Gcodâtische Arbeîten. — Heft V. Das mittlcre Dreiccknctz zur Ver- 
bindung der Haupt-Dreiecksciten Toaas-Kolsaas und Spaatind-NSverQeld 
mit ciner Dreicckskartc. — Christiania, 1887. 

Quelques souvenirs. Réimprime de V Étendard de Montréal. Octobre 1888. 
Revista Agustinianadedicada al Santo Obispo de Hîpona; febrero de 1887; 

vol. XIII; num. 2. — Valladolid, i887. 
Revue de Taéronau tique théorique et appliquée, publication trimestrielle 

illustrée. Première année, première livraison. — Paris, 1888. 
St. Joseph Seminary for the colored Missions. — Baltimore, 1887. 
Stonyhurst collège observatory. Results of meteorological and magnetieal 

observations, 4880. 
Udgivct af den norskeGradmaalingskommission. Vandstandsobserrationer. 

IV Hcfte. Obscrvationer ved Oscarsborg, 4883; — Stavanger, 4884-4885,- 

— Bergen, 4884-4885; — Kabelvaag, 4884-4885;- Vardo, 4884-4885; 

— Kristiania, 4885.— RrUliania, 1887. 

L*Union, cercle des étudiants catholiques. Rapport présenté par la Com- 
mission à rassemblée générale du 26 octobre 4886. — Liège, 4887. 

Verhandlungen des deutschen wîssenschafUichen Vereins zu Santiago, 
3. Heft. — 4. Heft. — Valparaiso, 4886. 



FIK DE LA PEEMIÂRE PARTIS. 



SECONDE PARTIE 



MÉMOIRES 



MEMOIRE 



SUR l'emploi 



DES COORDONNÉES CURVILIGNES 

DANS LIS PROBltlKS DR liCANlQDB 
ET LES LIGNES GÉODÉSIQUES DES SURFACES ISOTHERMES {*) 



PAR 



M. le V^ de SALVERT 

DOCTBUR àS SCIBNCBS, 
PROFESSEUR A LA FACULTE LIBRE DES SCIBHCBS 

DE LILLE. 



III 

ProMème des lIcBea c^odèslqnes. — Solnllon cénérale pour tonte 
■nrfaeé Isoéhemie, siiseepllMe de faire partie d'an système 
orthoffonal. — liicneu ^é^démlquem des snrfaees eyllndriqnes, 
eeniqnes, de réTOintion, et des snrfaees du seeond ordre. 

Equation différentielle des lignes géodésiques. — Cas d'inté- 
gration PAR quadrature. — Parmi les différentes applications 
que Ton peut faire des formules que nous avons données dans 
le paragraphe précédent, la plus simple évidemment, et en même 
temps Tune des plus intéressantes à raison de la signification 
géométrique des résultats, concerne le cas où Ton suppose nulle 



(*) Voir tome X, page 293. 
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la force extérieure donnée, car alors, en vertu d*un théorème 
connu de la dynamique, le point matériel décrira une ligne 
géodésique de la surface sur laquelle il est astreint à rester, c*est- 
à dire une de ces lignes dont le plan osculateur contient en 
chaque point la normale à la surface, et qui jouissent, comme 
conséquence de cette définition, de la propriété caractéristique 
d'être la plus courte qu*on puisse tracer entre deux points 
donnés sur la surface. 

Étant donc donnée une surface quelconque dont on propose de 
trouver les lignes géodésiques, Téquation différentielle de ces 
lignes ne sera autre chose que notre équation (53) ou (54) de 
la trajectoire du point matériel, dans laquelle on aura supposé 
nulles les composantes U, V, W, de la force extérieure donnée. 
Or, cette dernière hypothèse revenant à supposer constante la 
fonction des forces F (a;, y, z) ou ^(?, ^, or), et par conséquent 
les quantités H^i et K| définies par les équations (52) se réduisant 
alors simplement à H et K, multipliées par la même constante, 
les dérivées ^* et—* deviendront respectivement égales à j et y> 
et Téquation différentielle des lignes géodésiques de la surface 
proposée pourra s*écrire, d'après ce que nous avons vu dans le 
paragraphe précédent, sous Tune ou Tautre des deux formes : 

(ii3) tty.t?* — t?M.tt« = (ti* ^ i?')fu« - rf^ — ««—dp) 

\ P f ' 

ou bien : 

(1 24) Hdf>« . (/(Kd+«) — Kd^« . d(Udf^) (*) 

= (Hdy« -♦- Kdof Hd^'. -^d^ — Kd^'. —dX 



(*) Une semblable équation différentielle or(/iimire du second ordre entre (/^ux variables 
seulement, n'avait pas encore été donnée, croyons-nous, pour déterminer les lignes géo- 
désiques d'une surface quelconque. On trouve bien à la vérité dans les Vortesungen de 
Jacobi (^ leçon in fine, page 177) une équation destinée à cette fin, mais c'est une équa- 
tion aux dérivée» partielles non linéaire, dont il ne donne aucun exemple d'intégration. 
On trouve également pour cet objet, dans les Disquisiiiones générales de Gauss, un sys- 
tème de deux équations ordinaires entre trois variables, savoir les deux coordonnées 
curvilignes f et ^, et l'arc s de la ligne géodésique, ou bien l'angle 9 formé par cette ligne 
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La question étant devenue dès lors un problème pureinent 
géométrique, la détermination des deux constantes introduites 
par rintégration de cette équation se fera à présent, en se donnant 
arbitrairement sur la surface les coordonnées des deux points 
(?!» ^i) ^^ (Ts9 ^sX P^i* lesquels on voudra faire passer la ligne 
géodésique, et entre lesquels elle figurera par conséquent la ligne 
la plus courte qu^il soit possible de tracer sur cette surface. 



avec la coarbe coordonnée f, c'est-à-dire celle sur laquelle la coordonnée f varie seule, 
équations d'ailleurs dont il n'indique non plus aucun cas d'intégration. {Ditquisùiones, 
générales circa superficies curvas $ 18, Gauss Wercke, Band IV, p. 243). Nous croyons 
donc notre formule beaucoup plus avantageuse que celle de Gauss, pour la recherche des 
lignes géodésiques d'une surface donnée. 

Mais cette observation faite, il est bien facile de constater le parfait accord de notre for- 
mule (123) ou (124) avec celles de Gauss que nous venons de dire, en la transformant de la 
façon suivante. 

Écrivant ainsi cette formule en la divisant par u* 






/ t?*\/ /H /K \ 



ou 



puis remarquant que l'on a évidemment, ainsi que nous le montrerons un peu plus loin, 

dn' vdt V 
tangOss — = — -= — , d'oU u*iaiige = utî, 

dn udt u 

l'équation que nous venons d'écrire deviendra 

Cm ttr \ 

C08«e cos*e\ ^ ^ f J 

ou encore, en tenant compte de la relation écrite deux lignes plus haut et réduisant : 

/H /K 

Or si, multipliant cette dernière équation par d/*, on y remplace ensuite udt et vdt par 
leurs valeurs respectives l^Hdf et t^Kd^, on obtient évidemment, en supprimant le 

facteur commun d^% 

— H K 
2l/HKde = -rff d^, 

^ f 

ce qui est précisément la formule simple et élégante donnée par Gauss pour le cas des 
coordonnées orthogonales au S 19 de ses Disquisitiones générales (loc. cit. p. 244, 
en haut.) 
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L'idée fondamentale de la méthode que nous venons d'indiquer, 
suivant en eela l'exemple de Jacobi relativement à rellipsoïde, 
pour la recherche des lignes géodésiques d'une surface donnée, 
consistant à déterminer la trajectoire d'un point matériel astreint 
à se mouvoir sur cette surface en vertu de sa seule vitesse 
initiale, et sans être soumis à Faction d'aucune force extérieure, 
paraîtra peut-être un peu détournée à quelques esprits, qui 
regretteront que, pour résoudre un problème purement géomé- 
trique, nous ne fassions pas appel également à des considérations 
d'ordre purement géométrique. 

Il nous sera facile de donner satisfaction à ce regret et de 
nous mettre à l'abri de celte critique, en profitant, sans les 
modifier aucunement quant à la forme, des calculs que nous 
avons présentés dans le paragraphe précédent, mais en inter- 
prétant.simplement d'une autre façon les variables et les divers 
éléments analytiques dont ils se composent. On n'a pas oublié, 
en effet, que les mêmes équations qui nous ont fourni les équations 
différentielles du mouvement d'un point matériel en coordonnées 
curvilignes, nous ont également donné, par une autre interpré- 
tation des éléments analytiques qui y figurent, les formules 
relatives à la détermination du rayon de courbure d'une courbe 
quelconque, et cela en particulier pour le mouvement d'un point 
astreint à rester, ou pour le cas d'une courbe située, sur une 
surface absolument quelconque. II nous suffira de nous reporter 
dans la question actuelle à cette seconde interprétation, pour 
parvenir à Téquation différentielle des lignes géodésiques, sans 
sortir un seul instant du terrain purement géométrique. 

En effet, si l'on connaît un système triple orthogonal auquel 
on puisse rattacher la surface donnée, prenant toujours cette 
surface pour l'une des surfaces de la famille au paramètre xor, ou 
dans le cas contraire, prenant simplement sur la surface donnée 
deux coordonnées orthogonales cp et ^, proposons-nous de 
déterminer relativement à cette courbe les fonctions que nous 
avons appelées U, V, W, qui représentent en chaque point les 
composantes de la courbure. La définition même des lignes 
géodésiques, qui veut qu'en chaque point la normale principale 
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ou le rayon de courbure de cette courbe coïncide avec la normale 
même de la surface, nous apprend que les deux composantes 
V et V sont constamment nulles, et que Ton a dés lors, en se 
reportant à leurs expressions (35), pour un point quelconque de 
la courbe, quelle que soit la surface donnée, 



(125) 



/H H \ l/H . K \ 

/K , K \ . 1/H ,, K \ 



équations qui peuvent être dès lors considérées comme les 
équations différentielles de la courbe, exprimées à Taide de la 
variable auxiliaire s. Or, ces équations ne diffèrent de celles (49) 
que nous avons eu à traiter dans le paragraphe précédent, à 
propos du mouvement d*un point sur une surface donnée, que 
par deux circonstances : 1® en ce que les composantes de la force 
que nous avons appelées aussi U, V, W, et qui figurent dans 
celles-là, sont remplacées dans celles-ci par 0; et 2® en ce que les 
dérivées sont prises dans celles-ci par rapport à la variable «, au 
lieu de Tétre par rapport à la variable t, ou, en d'autres termes, 
en ce que la différentielle ds y tient la place de la différentielle dt. 
Or si, au lieu d'effectuer ces deux modifications simultanément, 
pour passer du système (49) au système des deux équations 
précédentes, on les suppose effectuées successivement, il est clair 
que, quant à la première, le résultat de l'élimination de dt entre 
les équations (49), dans lesquelles on aurait fait préalablement 
U, V, W égales à zéro, s'obtiendra en introduisant simplement 
la même hypothèse dans le résultat antérieurement obtenu pour 
celle élimination, c'est-à-dire dans l'équation (53) ou (54), ce 
qui donnera précisément l'équation (123) ou (124) écrite tout à 
l'heure; et, pour ce qui est de la seconde modification, il est bien 
clair que le résultat de l'élimination que nous venons de dire 
restera exactement le même, que la différentielle à éliminer soit 
représentée par ds ou par dL On s'assure donc ainsi que 
l'équation (134) est bien le résultat que l'on obtiendrait en 
éliminant, à l'aide des mêmes procédés analytiques employés 
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dans le paragraphe précédent, la différentielle ds entre les deux 
équations (135), et nous nous trouvons ainsi ramenés au même 
résultat que tout à Theure, à Taide de considérations d*ordre 
exclusivement analytique ou géométrique, ainsi qu'on a l'habitude 
de le faire pour Tétude des courbes ou des surfaces. 

Toutes les fois d'ailleurs que Ton sera parvenu à intégrer celte 
équation (123) ou (i^i)» et que Ton en possédera une solution 
générale ou particulière F((p, ^)=3 0, on pourra obtenir aisément, 
delà façon que nous avons expliquée pour une courbe quelconque, 
en premier lieu l'expression de l'arc s de la ligne géodésique 
représentée par cette équation, et, en partant de là, par l'appli- 
cation de nos formules (44) ou (29), la grandeur du rayon de 
courbure de cette même courbe en un point quelconque. 

Le problême de la détermination des lignes géodésiques étant 
ainsi ramené tout entière l'intégration de l'équation différentielle 
du second ordre (123) ou (124), nous n'aurons plus évidemnient 
qu'à invoquer pour cet objet les méthodes et les formules que 
nous avons données dans le paragraphe précédent, en nous 
souvenant seulement que, H| et K| se réduisent dans le cas 
actuel, comme nous l'avons dit, à H et K multipliées chacune 
par une constante arbitraire; et en observant en outre, à l'égard 
des solutions de double forme que nous avons rencontrées dans 
les cas n et III, que tandis que pour la trajectoire d'un point 
matériel soumis à l'action des forces données, par la nature même 
de la question, ces deux solutions n'étaient jamais admissibles 
toutes les deux à la fois, et que c'était tantôt Tune, tantôt l'autre, 
qu'il fallait adopter pour une période de temps déterminée, dans 
le cas actuel, au contraire, à raison du caractère simplement 
géométrique de la question, les deux solutions peuvent parfai- 
tement être admises toutes les deux simultanément, attendu 
qu'elles satisfont également bien toutes les deux aux conditions 
imposées par le problème. 

Sous le bénéfice de ces deux observations, nous récrirons ici 
en tableau les solutions et les hypothèses correspondantes, que 
nous fournissent pour l'intégration de notre équation différen- 
tielle (124) les résultats formulés dans notre précédent chapitre. 
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l"" Si H et K ont des expressions de la forme 

(126) H = *(y), K=«M^W. 

on aura tout d'abord Tintégrale première 

(J27) ___I = c, ou _JilJ: = c, 

puis enfin la solution unique 

(128) { ou 

yVi^) d^ - ^y v/;;^)rf^ = c . 

IP Dans ce cas la solution est double, et se présente sous deux 
formes distinctes, savoir : 

1"* Pour des expressions de H et de K, telles que 

(129) H = F(y), K = *(y)T(^), 
on obtient d'abord Tintégrale première 

puis la double solution 

et 3*, pour des expressions de H et de K de la forme 

(432) H = *(rMf), K = FW, 
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on aura de même Tintégrale première 

puis la double solution 



(134) 









(*)l/CV(^ 
ni" EnGn, si l'on suppose les quantités H et K de la forme 

(i 55) H = *,(p) [*,(y) — H',(*)] , K = T^t) [*,(*) — ♦,(?)], 

on aura encore la double solution 



(136) 



./ V ♦,(,) + € '^ «/ V T,(^)-t-C *^ 






Bien que les liypothèses correspondant à ces trois cas parais- 
sent au premier abord assez restreintes, elles se trouvent en fait 
réalisées dans toutes les surfaces que Ton a le plus souvent à 
considérer, et permettent, par conséquent, Tapplication de la 
méthode que nous venons d'indiquer dans presque tous les cas 
où la solution du problème offre le plus d'intérêt. Les conditions 
relatives au premier de ces trois cas, en effet, sont satisfaites par 
toutes les surfaces cylindriques, celles du second cas par toutes 
les surfaces coniques et toutes les surfaces de révolution, enfin 
celles relatives au troisième cas par toutes les surfaces isothermes 
susceptibles de faire partie d'un système triple orthogonal. 

Nous allons donc donner la solution du problème pour toutes 
ces différentes catégories de surfaces, en faisant Tapplication 
de notre méthode i tous les divers systèmes de coordonnées 
employés jusqu'à ce jour, lesquels ne se composent que de sur- 
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faces appartenant è Tune ou à l'autre de ces catégories, et nous 
aurons ainsi Toccasion de passer en revue, au point de vue des 
lignes géodésiques, à peu près toutes les surfaces dont il est fait 
le plus fréquemment usage, notamment la série complète des 
surfaces du second ordre. Nous rencontrerons ainsi, à la vérité, 
pas mal de résultats déjà très connus, tels que ceux qui concer- 
nent le plan, la sphère, le cylindre de révolution, etc.; nous ne 
croyons pas toutefois devoir omettre pour cela ces surfaces dans 
notre étude, en vue de conserver dans nos applications la grada- 
tion des difficultés et des complications analytiques que nous 
avons été amenés à observer dans notre théorie, gradation qui 
n'a rien de fortuit ni d'arbitraire, puisqu'elle correspond exacte- 
ment, d'après ce que nous venons de dire, à une classification 
purement géométrique des surfaces, basée sur leur nature et 
leurs caractères les plus essentiels. Nous rencontrerons ainsi 
d'ailleurs, chemin faisant, quelques propriétés intéressantes des 
lignes géodésiques, et notamment la plus importante de toutes, 
qui pourrait aussi bien servir à les définir, à savoir celle de la 
plus courte distance. 

Expression de la longueur d'arc et du rayon de courbure 
DE CES lignes. — Mais avant de commencer cette étude, nous 
voulons encore établir deux formules générales destinées à faire 
connaître, pour ces mêmes lignes, deux éléments intéressants à 
apprécier, et dont la détermination est liée par la théorie qui 
précède, d'une façon intime et toute naturelle, à celle de l'équa- 
tion même de ces courbes. 

En effet, dans chacun des différents cas que nous venons de 
passer en revue, on pourra toujours obtenir, en même temps 
que l'équation générale en termes finis des lignes géodésiques, 
l'expression de la longueur d'arc, et en déduire ensuite, comme 
nous l'avons expliqué, celle du rayon de courbure pour un point 
quelconque de cette même ligne. En vue d'abréger, nous effec- 
tuerons ce calcul pour le troisième cas seulement, dont les for- 
mules contiennent, ainsi que nous l'avons déjà fait remarquer, 
dans ses hypothèses et dans ses résultats, celles relatives aux deux 
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cas précédents à titre de cas particulier, et, une fois les résultats 
obtenus pour ce cas plus général, nous en déduirons sans peine 
ceux qui correspondent pour le même objet aux deux cas anté- 
rieurement examinés. 

Pour cela il nous suffira de remarquer que si Ton convient de 
prendre <I>(<p)=*-i (9) et T(^|;)=T^ (^) dans les hypothèses (76), 
les valeurs de H et K étant alors précisément celles (135) du 
cas m, on aura, d*autre part, .^ + C «=a 1, en sorte que les forces 
extérieures étant nulles, la trajectoire du point mobile est bien 
alors une ligne géodésique de la surface donnée. Or, Téquation 
générale des forces vives (12) devenant dans la même hypothèse 



1 [d8y_ 



ou 



d« = =hl/2rf<, 



d où en intégrant 

on voit par là que le second membre de la seconde équation (77) 
n'est autre chose que Tare s de la courbe, compté à partir d*une 
origine arbitraire. On a donc alors à la fois, pour représenter la 
ligne géodésique et exprimer la longueur de son arc, les deux 
équations (77), que nous récrirons ici avec cette interprétation, 
savoir: 

fWZEilla, ^ /\/3i*L:d,=cî, 

(137) ( *'^'^ -^ ^' ^'^*^ -^ ^' (•) 

Ce premier résultat acquis, pour en déduire l'expression du 



n Si l'on ne voulnil pas. de nouveau, faire appel à des cousidéraiions d'ordre méca- 
nique, on arriverait aussi bien au môme résultat en transformant l'équation (48) ou 
ds* — Udf'^ + Kdi'-, qui exprime dans tous les cas l'élément d'arc, exactement par le 
même procédé que nous avons employé à l'égard de l'équation des forces vives (74) dans 
les pages 06 et 57, pour en tirer la seconde équation (77). Nous ne recommencerons pas 
ce calcul, qui n'offrirait absolument rien de nouveau. 
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rayon de courbure au même point, nous différencierons simulta- 
nément ces deux équations par rapport à s, ce qui nous donnera 









*l(f) 



(♦) -H c, 



♦'-<; 



et en résolvant. 






''•.(^) 



1 



(+)-kc, «t.c*)— *i(?) 



d'où nous tirerons 



^^^ 1 . / ♦.(?)-^c." 

I,- 1— v/ 



N ,(tp) -4^ c, 



i 






i^^,W[v.(^) -*.(?)] ^.W-*i(?)' 



valeurs que nous écrirons plus simplement, eu égard aux hypo- 
thèses (135) : 



? 



= H V 



*i(f)—'^i(*y 






Y,(^) — ^^[f) 



Si nous substituons alors ces deux dernières valeurs, soit en 
général dans notre formule (44), soit dans la troisième formule 
(29) si Ton suppose la surface donnée rattachée à un système 
triple orthogonal pour une valeur constante du paramètre or, on 
aura, pour déterminer la grandeur du rayon de courbure 
demandé. Tune ou Tautre des deux formules simples qui con- 
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cordent exactement, ainsi que cela devait être à priarif avec nos 
formules (80*»')> 

_ I 

<*^«) ^' = r - ^ H^:^) [^(v.)-c.)-'l(..(„^c.)], 

cette seconde formule n*étant autre que la première, dans laquelle 
on a remis à la place de R' et R" leurs valeurs R'^i et R",, don- 
nées par les formules (31) dans le cas du système orthogonal. 

Ces formules (137) et (139) étant ainsi établies pour le cas III, 
on obtiendra sans peine celles relatives au cas II, en remarquant 
que : 

Pour le sotis-cas 4^ les hypothèses (129) qui le caractérisent 
se confondent avec les hypothèses (135) du cas III, en prenant 

F(f) 

Hf) = ♦(f)> H^) « 0, ♦.(y) = -^, Y^rt «= -T(*), 

et la première équation (137) se réduit également à la seconde 
équation (131) en y faisant les mêmes changements et, de plus, 
C| 8» — ^ et Ci =a ce. On aura donc les expressions de s et 
de p, qui correspondent à la ligne géodésique représentée par 
luette dernière équation (131)» en faisant les mêmes changements 
dans les formules (137) et (139), ce qui donne pour ce sous-cas l"" 
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De même, pour le sous^cas 2^, bs formules (132) et (134) 
coïncident avec les hypothèses (135) et la première (137), en 
faisant 



\ 

Ci = — — , C| = ce ; 



-■(t)' 



on aura donc, en effectuant les mêmes changements dans l'autre 
formule (137) et dans (139), pour la ligne géodésique représentée 
dans ce cas par la seconde équation (i34) :■ 

H=4.{,)M'(^), K = F(«), 



(141) 



•^ ^ '"{t) Vc^{^) - 1 ^^ V cv(*) _ 1 ''*' 



On obtiendrait par une transformation semblable les formules 
analogues relatives au cas I, mais elles sont sans intérêt, les 
expressions de « et de p se déduisant immédiatement, pour les 
surfaces cylindriques qui correspondent seules à ce cas, des 
propriétés géométriques que nous serons amenés à reconnaître 
aux lignes géodésiques de ces surfaces. 

Application aux surfaces cylindriques. — T Système des 
coordonnées planes ou reclilignes. (Plans). — Si l'on se propose 
de déterminer par la méthode que nous venons d'indiquer les 
lignes géodésiques de la surface m = const., il faudra faire dans 
l'équation (123) ? = ar, ^ = y, w = js = const. Avec ces 
valeurs ayant Afç = t, A'4' = *> et par conséquent aussi 
H = Ar'y = l, K = Ar'J^ = l, on aura par suite à la fois 

/H /K 

— = 0, et y = 0, c'est-à-dire précisément les hypothèses (126) 
du cas 1. L'intégrale sera donc donnée par lëquation (128), qui 
devient, dans le cas actuel, ç — i^p = C', ou, en remettant à 
la place de 9 et ^ leurs valeurs, y = C (ac — C), ce qui donne 
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bien, comme cela devait être,. une droite quelconque tracée dans 
le plan considéré. 

Il"* Système des coordonnées cylindriques du second ordre^ ou 
semi-polaires. (Cylindres de révolution.) — Le système des 
coordonnées cylindriques usuelles, défini par les formules de 
transformation 

(142) x = rco86, ye=rsin9, z = z^ 
équations que Ton peut écrire inversement sous la forme 

(143) x*-+-y« = r«, ^=tange==î», z=2 = ^, 

X 

se compose donc de deux familles de plans aux paramètres cp 
et ^ et d'une famille de cylindres de révolution au paramètre r. 
Ayant résolu la question pour les deux familles de plans par 
l'exemple précédent, il nous reste donc simplement, pour traiter 
ce système de coordonnées, à nous occuper de la famille de 
cylindres circulaires. 

Pour trouver donc les lignes géodésiques d'un cylindre droit 
de rayon r, ayant par les valeurs de définition (1 43), d'une part, 



£=«• 


.'*-»■ 

dy 


az 


Aî+^i, 


et, d'autre part, 










dx x' 


df i 
dy x' 


df 



^"=(-i.r-7.-ih(r} 



expression qu'on peut écrire, en ayant égard aux équations (142) 
et (143), 

^î? = -rrr;(' * t8ng»8j=-(1 + tang'»)' = -0 -»-y«)», 
r'cos 6 r r 
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on en conclura les valeurs 

in nr 

qui véri6enl encore les conditions ■t-=0, et y = : on se trou- 
vera donc de nouveau dans Thypothèse du cas I. L'intégrale sera 
donc encore fournie par la première équation (128), qui devient 
avec les valeurs de H et de K qui précèdent 

r / -^-i ^ = C ou 'p = C(rarclgy — C), 

^/ 1 -♦- ç. t. 

ou, en remplaçant cp et vp par leurs valeurs de définition (143), 

z = C(rO — C), 

équation d'une hélice ordinaire tracée sur le cylindre donné. 

IIP Système des coordonnées cylindriques en générai (Surfaces 
cylindriques quelconques.) — Pour trouver les lignes géodésiques 
d*un cylindre dont Téquation serait en coordonnées planes 
y c= f(z), nous commencerons par déterminer les trajectoires 
orthogonales de la section droite, pour lesquelles on obtient 
immédiatement Téquation y = — J^f^s "+" C, puis nous forme- 
rons dès lors le système coordonné 

/• dz 
7^ = ^, y-M-=^y 

composé de deux familles de cylindres orthogonaux, dont Tune 
comprend le cylindre donné pour la valeur du paramètre t? «» 0, 
et d'une famille de plans perpendiculaires aux génératrices des 
deux cylindres. 

Cela posé, ayant par les équations de définition ci-dessus 

dv f/? dv 

5i='> Ty-'^ i=«' ^î^='> "=^''^=*' 



dx iiy dz fi') fw • i+rw 
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il faudra, pour suivre textuellement la méthode que nous avons 
exposée, exprimer cette dernière valeur de K en 9 et ^, en rem- 
plaçant z par sa valeur tirée des équations (144). Or, les deux 
dernières de ces équations donnant, en éliminant y, 

c'est-à-dire, en résolvant par rapport à z, puis faislint ensuite 
17 = 0, une valeur telle que z = ^{^\ on voir, après substitu- 
tion de cette valeur dans Texpression de K, que K sera lui-même 
une fonction de ^ seule, que nous désignerons encore par Y(^), 
et, par conséquent, les conditions du cas I sont bien de nouveau 
réalisées. 

L'intégrale première (127) que nous avons dans ce cas 
exprime alors naturellement une propriété simple de la tangente 
à la ligne considérée; car ayant, en vertu de la formule (40^') de 
notre Mémoire sur la théorie de la courbure des surfaces^ déjà 
rappelée dans notre chapitre I, ou des formules (43) de ce même 
chapitre, 

dn = — = 1/ Hdf, d/i' = -^ = 1/ Krf*, 

Ai? Aiif 

cette intégrale première (127) nesl autre que ^ = C. Or, si 

Ton trace sur la surface 

donnée, par un point 

\ ^^^^y'^ quelconque M de la ligne 

étudiée, à la fois, d'une 

Un* part, Tare d'intersection 

par la surface ^ , lequel 



\ 




-^g ^ est normal à la surface f , 

et que nous marquerons 

sur la figure ci-contre de 

la lettre f , pour rappeler 

^^^' ** que tout le long de cet 

arc la coordonnée f varie seule, d'autre part l'arc d'intersection 

avec la surface 9, normal à la surface ^, et que nous marque- 
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rons de la lettre ^ pour une raison analogue, et enfin, en dernier 
lieu, la ligne géodésique elle-même, il est clair que dans le triangle 
infinitésimal MM'M| le rapport ^ représentera la tangente de 
Tangle u sous lequel la ligne en question rencontre Tare, 9 qui, 
dans l'exemple actuel, n*est autre que la génératrice commune 
aux deux cylindres, et par conséquent Tintégrale première (127) 
signifie simplement, dans ce cas, que la ligne géodésique coupe 
toutes les génératrices du cylindre donné sous un angle constant, 
dont la tangente est précisément la constante C. 

L'intégrale définitive (128) sera dans ce cas, en remplaçant 9 
par sa valeur x, et tenant compte de la valeur ci-dessus trouvée 
H = 1, 

(U5) x=- /v^Kr/^-HC ou x =- -^ T \/7i^)d^ -^ C\ 

ou, si Ton préfère revenir aux coordonnées reciilignes, en rem- 
plaçant K par sa valeur (144^'*), et d^ par sa valeur tirée de 
réquation (144*"), qui sera 

di, = f'[z) H = — , 

cette autre équivalente 

(145"') X = i /Vl -*- rWdz -^ C. 

Elle exprime dès lors cette autre propriété, qui n'est qu'une con- 
séquence nécessaire et immédiate de la précédente, à savoir que 
l'ordonnée x ou f est en chaque point de la courbe proportion- 
nelle à Tarcy l/Krfvp de la section droite du cylindre donné, car 
cette proportionnalité ayant lieu entre les éléments infiniment 
petits dn et d'ii^ d'après la propriété précédente, subsiste néces- 
sairement entre les grandeurs finies elles-mêmes. Ces deux 
propriétés font voir l'une et l'autre que si l'on développe sur un 
plan la surface du cylindre donné, la ligne géodésique se déve- 
loppera suivant une ligne droite, résultat qui établit directement 
pour ce cas la propriété de la plus courte distance, du moment 

XI. 2 
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que le développement de la surface sur un plan n^altère en 
aucune façon la longueur des diverses lignes qu'on peut tracer 
sur cette surface. A cause de ces deux propriétés caractéristiques, 
on donne encore à cette courbe le nom d'hélice, par extension du 
cas où la surface est un cylindre de révolution. 

Pour ce cas simple, les expressions de Parc $, et du rayon de 
courbure p de la ligne géodésique, résulteront immédiatement de 
ces deux propriétés géométriques combinées avec la formule 
générale d*£uler (43). En effet, ayant par la première de ces 
propriétés 



dn' 
tangu = ---=C, 
an 



C 



sin'u s= 



1 H- c- 



COS't; = 



i + C 



et se rappelant que pour les cylindres les deux lignes de cour- 
bure sont la génératrice rectiligne, d*une part, et la section droite» 
d'autre pari, auxquelles correspondent respectivement les cour- 
bures 

i_ i riz) 

S7 — "> 



R' 



R" 



i ^ ri^yf 



on aura, en se reportant pour s à Téquation de la ligne géode- 
sîque (145) ou (145"*)> P"*s pour p à cette formule générale (42), 



8 



= ^-=l/T 



(145'") 



COSU 



\ 



9 



= Vi 



1 . , c 

—T sm'y e= — 

R" \ -\- C^ 



C^f C -♦- - f\/\-\-f\zfdz\ , 



r\z) 



[\ + n^fY 



les deux constantes arbitraires C et C étant déterminées, ainsi 
que nous Tavons expliqué, par la condition que la ligne géode- 
sique précitée passe par deux points donnés arbitrairement sur la 

surface. 
L'interprétation, que nous avons donnée de cette mémeéqua- 
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tion (14S), nous permettra de récrire immédiatement dans un 
grand nombre de cas partienliers, en profitant des formules 
connues relatives à la rectification des courbes. Ainsi, par 
exemple, pour ne citer que des surfaces du second ordre, s'il 
s*agit du cylindre parabolique j/^ = 2pz, cette équation sera : 

S'il s'agit du cylindre elliptique a^y^ -+- 6*ac* = à^b^, l'équation 
des lignes géodésiqucs s'écrira de même 

x=-Efarcsin-j-f-C' ou j:=-; Argsinam zf-j -♦- C, 

suivant que l'on adoptera les notations du Traité des fonctions 
elliptiques de Legcndre, ou celles des Fundamenta nom de 
Jacobi, c'est-à-dire suivant que l'on posera 

^(?) *= / ^^ — k^sïn^fdf avec z = asin y, 





OU bien 



Argsinam 



/dx 
^ 1/(1 — x»)(1 — itV) 



et 

/*Vrfx 
^ W^ll — ar«)(1 — ikV) 

et, de même, si la section droite du cylindre était une hyperbole, 
une lemniscate, une chaînette, une cycloîde, ou toute autre 
courbe dont on trouve l'expression de l'arc dans tous les traités 
d'analyse. 

Application aux surfaces de révolution. — IV"* Système des 
coordonnées sphériques, ou polaires. (Cônes de révolution, et 
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et Ton arriverait exactement à la même équation, en traitant de 
même la seconde équation, sauf que G' y serait remplacé par 
— C". 

Si l'on détermine les constantes C et C par la condition que 
la ligne géodésique passe par deux points donnés sur le cône 
(^09 ^) 6( (^o ^0* on trouve sans peine pour la valeur de ces 
constantes, en représentant, pour abréger, sin 6 par n. 



_, l/rj-t-rî — 2ror|Sinn(cub — w,) ^, Vocosnao — riC0Sit»| 

C= : ■ , UngC « — : : , 

roi'i sm n («o — «0 fo sm nw^ — r, sm ««i 

ce qui permettra d'écrire l'équation (148) sous la forme symé- 
trique 

i . i . i 

( ! 49) -sin «(«, — »o) = — sin w («i — «) sin n(wo — «). 

Cette solution toutefois est soumise à un cas d'exception, 
savoir celui où Tun des points donnés est précisément le sommet 
du cône, car alors on voit que la valeur du coefficient C devient 
infinie. Mais, dans ce cas, la solution du problème est connue 
à priori, car la propriété même qui sert de définition à la ligne 
géodésique, à savoir que le plan osculateur contient en chaque 
point la normale à la surface, fait voir immédiatement que la 
génératrice qui passe par le second point donné satisfait à la 
question et, conséquemment, est précisément la ligne géodésique 
demandée. II suit de là nécessairement, que si les deux points 
donnés sont situés chacun sur une nappe différente du cône, la 
ligne géodésique qui les joint, devant passer forcément par le 
sommet du cône, ne peut être autre chose que la juxtaposition 
bout à bout des deux génératrices déterminées par chacun d'eux, 
considérées chacune sur la nappe seule où se trouve le point 
correspondant. 

Supposant donc que les deux points donnés appartiennent à la 
même nappe du cône, si Ton veut avoir la projection de la ligne 
géodésique sur un plan perpendiculaire à l'axe du cône, il suf- 
fira évidemment de remplacer dans l'équation (148) ou (149) 
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valeurs qui vériBent, comme Ton voit» les hypothèses du cas II» 
puisqu'elles coïncident avec les expressions (129)» en prenant 

>->y\. *. m t X Sin 6 

F(f)=^ *(?) = ?', ^W^ 



(1 -^ *')* 

La solution du problème consistera donc dans les deux équa- 
tions (131)» qui sont alors, par les valeurs qui précèdent» 

I =zz=z. — sin / = C , 

/ ■ -f- sin d / • = f- , 

ou» ce qui est la même chose» en effectuant les quadratures (*)» 

1 i 

arccos sin6.arctg<p = C» arccos— - -♦-sin9.arctg^ = C". 

Or» il se trouve que, dans le cas actuel» ces deux solutions n'en 
forment en réalité qu'une seule» car si Ton écrit ainsi la première 

\ 

arccos -;-= sin e. arc tgf-i- C, 

Cf 

et qu'on prenne ensuite le cosinus des deux membres» en rem- 
plaçant 9 et v// par leurs valeurs de définition relatives au cas 

actuel» on obtient 

i 

(1 48) — = cos (« sin fl -♦- C) , 



(*) Od trooye aisémedt, en effet, 

-(-■^1 



^'-[h) 



= arc cos — -*- consl 
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et inversement 



H=.Ar%= 



i\t 



(1 -h ^«) 



K==Ar**= 



rV 



i-4-f«0-*-^T 



valeurs qui vérifient bien encore les hypothèses du cas 11, 
attendu qu'elles se confondent avec les expressions (129), en 
faisant 

1 



F(?) = 



f\< 



(1 + y«) 



*w 






M'(f) 



(1 -•- (b*\* 



Dès lors, ayant par ces valeurs 



r* 1 H- î»* 



y (y) i 



'•V /cvy ^j 



'/[cVV-O-^f*)] 



1-4-C» 



si nous écrivons comme constante — ^^— à la place de C^ dans 
Texpression qui précède, on voit que l'intégrale générale, qui 
consiste dans les deux solutions (131), sera encore, comme pour 
le cône, fournie par les deux équations 

/ ' d? I\d^ ^. r d^ /' d^ ^^,, 



ou bien 



1 



arc cos arc tg^ = C, 



arc cos — -h arc tg^f = C", 



lesquelles ne donnent encore qu'une solution unique, en repas- 
sant des fonctions inverses aux fonctions circulaires, à savoir 

\ 

— =cos(arclg^ -♦- C), 

ou, en remplaçant enfin f et vp par leurs valeurs conventionnelles. 



tang9 



Cc08(w -♦- C). 
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iii. 



Pour reconnaître la nature de cette courbe, nous conviendrons 

de faire 

i 



c== 



tangOo 



et 



ce qui sera toujours possible, quelles que soient les valeurs des 
constantes arbitraires C et C\ et Téquation précédente qui 
devient ainsi 

(150) tangdcos(« — cJb) = tangOo» 

se confondant alors avec la formule connue /an^a cos B= (ange 
des triangles sphériques rectangles, nous fait voir que la ligne en 
question n'est autre chose que le troisième côté d'un triangle 
sphérique rectangle, dont 9 est Thypoténuse et Bq Tun des côtés 
de Fangle droit, l'angle compris étant tù — (ù^. Car si, ayant tracé 
sur la surface le cercle méridien PNq dont l'azimut est oq, et 
marqué sur ce cercle le point Mo (&>o» %), nous menons par ce 

point un grand cercle perpendicu- 
laire MqM; si nous désignons, de 
plus, par Oelfù les coordonnées d'un 
point quelconque M de ce dernier 
grand cercle, nous aurons pour tous 
ces points, en vertu de la formule 
élémentaire que nous venons de rap- 
peler, appliquée au triangle rectangle 
PMqM, l'équation même (IKO) que 
nous venons de rencontrer pour la 
ligne géodésique demandée, et l'on 
retrouve bien ainsi, comme cela devait être, la propriété connue, 
dans la géométrie élémentaire, des ares de grand cercle, d'être 
le plus court chemin d'un point à un autre sur la surface de la 
sphère. 

V' Système des coordonnées sphéroïdales, (Surfaces de révo- 
lution en général.) — Pour déterminer les lignes géodésiques 
d'une surface de révolution, définie par l'équation de sa méri- 
dienne en coordonnées rectilignes r = f(z)f nous considérerons 




Pig. 3. 
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de même dans chaque plan méridien les trajectoires orthogonales 
de cette courbe, qui ont pour équation, diaprés ce que nous avons 
déjà dit pour les cylindres r = — fjh "^ ^> ^^ "^"^ formerons 
dès lors le système coordonné suivant 



composé d*une famille de plans méridiens, et de deux familles de 
surfaces de révolution autour du même axe, orthogonales entre 
elles, dont la seconde comprend la surface donnée pour la valeur 
particulière du paramètre m = 0. 

Les équations de dé6nition qui précèdent conduisant aux 
valeurs 



il faudra tout d'abord exprimer ces paramètres en fonction de 7 
et de ^. Pour cela Félimination de y entre les trois équations 
(151) donnant celles-ci 

(153) xl^TÏV = A2)-Ha, /^(ZJH- /-A=^_^, 

d'où nous tirerons 

f(z) -4-0 rf . 

nous aurons, en substituant la première de ces deux valeurs dans 
Texpression (152) de AJcp, 
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et nous conclurons ensuite de cette dernière valeur, et de celle 
analogue de A^, 

et lorsque nous aurons remis dans ces expressions à la place 
de z sa valeur (154)» et que nous y aurons fait nr = 0, on voit 
que H et K prendront bien les formes (132), qui constituent 
Tune des hypothèses auxquelles se rapporte le cas II, la coïnci- 
dence des valeurs qui précèdent avec ces expressions (132) étant 
réalisée en prenant simplement 

Avec ces valeurs Tintégrale première (133), qui est alors 

exprimera encore une propriété simple de la tangente à la ligne 
géodésique étudiée, car si nous marquons pour chaque point sur 

la surface donnée, comme 
nous Tavons fait dans le cas 
des cylindres, ses intersec- 
tions par les deux autres sur- 
faces coordonnées, à savoir la 
courbe méridienne que nous 
marquerons de la lettre ^ 
parce que la coordonnée ^ 
' seule varie sur cette courbe, 
Pig. 4. et le parallèle que nous mar- 

querons semblablement de 
la lettre 9, si, de plus, nous désignons par u Fangle de la ligne 
géodésique avec celte dernière courbe, ayant encore comme 
précédemment 

—: - =— «tangu, 
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et tenant compte de la troisième équation (151), où il faut faire 
flr = 0, rinlégrale première ci-dessus (187) pourra s'écrire 
simplement 

1 

1 -h tang'y = CV ou — — = CV, 

cos'u 

ou encore, en extrayant les racines et renversant le rapport, 

1 
(158) cosu = — . 

^ Cr 

c'est-à-dire que la ligne en question rencontre chaque parallèle 
sous un angle, dont le cosinus est inversement proportionnel au 
rayon même de ce parallèle, ou à la distance du point considéré 
à Taxe de révolution de la surface. Cette propriété simple, qui 
suffirait à définir les lignes géodésiques des surfaces de révolu- 
tion (*), forme le pendant de celle que nous avons reconnue un 
peu plus haut aux lignes géodésiques des surfaces cylindriques, 
et que Ton adopte communément pour définition des hélices en 
général. Il est visible d'ailleurs qu'elles se confondent en une 
seule dans Thélice ordinaire, alors que la surface sur laquelle 
elle est tracée appartient à la fois à la catégorie des cylindres, et 
à celle des surfaces de révolution. 

Les expressions (156) conduiront de même sans difficulté, par 
le moyen des formules (134), aux intégrales définitives. Nous 
nous bornerons à ce sujet à faire une seule observation. La 
méthode qui précède suppose que Ton puisse former effective- 
ment les fonctions F et W^ parla substitution dans les expressions 
(155) de H et K, de la valeur de z (154), tirée de la seconde 
équation (153), et, par conséquent, que Ton puisse résoudre 
cette dernière équation. Dans le cas où cette résolution sérail 
impossible, on pourra tourner la difficulté en gardant provisoire- 



O Celte propriété est effectivement admise comme définition de la ligne géodésiqae 
d'un sphéroïde par Gudesmank dans le mémoire intitulé : Funaotnenta trigonometrioê 
spherMtcae exacta, % 7, p. 900. [Journal de CreUe, t XUU (185S), p. id4.} 
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ment z à titre de variable auxiliaire, et ayant alors, en dilféren- 
tiant cette même équation (153), 

et, par suite, en ayant égard aux valeurs (1 56), 
(169) / =\/}j^£lîL — 

] V cY{z)'-iA*)' 

y'*(f)df = j = d(arctangf), 

Pintégrale définitive (134) deviendra avec ce changement de 
variable 



(160) { ' ' ' ^ ' 

r / \^ f\z)* dz 

Dès lors, les quadratures indiquées dans ces équations étant 
supposées effectuées, on pourra, ou bien considérer ces équations 
comme exprimant, à Faide de la variable auxiliaire z déGnie par 
la seconde équation (1S3), la relation cherchée tout d'abord 
entre les coordonnées curvilignes 9 et 4^, ou, ce qui est plus 
simple, obtenir immédiatement lequation de la ligne géodésique 
en coordonnées rectilignes, en remettant dans les équations qui 
précèdent à la place de 9 sa valeur |, et Ton retombe ainsi sur 
le résultat que Ton eût obtenu en traitant de prime abord le 
problème à Taide des équations classiques, qui ont rapport à ce 
mode habituel de coordonnées. 
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A titre de vérification des formules que nous avons données 
pour calculer s et p, avant de les employer utilement pour en 
tirer dans d^autres cas plus compliqués des résultats nouveaux, 
proposons-nous d'en déduire actuellement pour ce cas simple 
les expressions de Tare et du rayon de courbure de la ligne 
géodésique représentée parla seconde équation (160). 

Pour Texpression de s, en tenant compte de la valeur (156) 
de WQP)f et profitant de la valeur de la différentielle déjà calculée 
par la première équation (159), la première (141) nous donnera 
de suite 

Pour avoir de même la seconde, il nous faudra tout d abord 
tirer des formules (158) Texprcssion des dérivées — et —, en y 
considérant z comme une fonction de w définie par la seconde 
équation (153), hypothèse qui nous donnera par la différen- 
tialion 



[ 






Or, ayant par les valeurs (155) 

m = - /(i + ^«)« ^ 2/(a2) -^ «), 'i^ = 2W) - /(i -♦- n^)'), 

nous en déduirons ainsi 

c'est-à-dire simplement en réduisant 

/H 2 /K — 2^'(*) 



[A*) -•- »][! * rm" • [1 -^ /»T 
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Puis prenant les valeurs de ces dérivées pour la surface donnée, 
e*est-à-dire y faisant cr=0, et les reportant ensuite, en même 
temps que la valeur (152) de A,tBr, et la valeur (186) de Y(^) 
dans la seconde formule (141), nous aurons définitivement 

r 2 _ 2r>(z) / _ n 



l _ 1 1^1 -4- f'(z)* 



valeur que nous pouvons écrire encore 

Or, nous eussions pu aisément, dans le cas actuel, écrire ces 
deux mêmes expressions de s et de p sans le secours de nos for- 
mules (141), et en faisant usage simplement de la propriété 
géométrique (158), de la formule générale d*Euler (42), et du 
théorème de Meunier. Car la première donnant, en remplaçant r 
par sa valeur /'(z), 

1 1 

(162) co8*u= ^ , sin'u=l — 



Cf(zf Q}f(zf 

on a évidemment, d*une part, entre Télément d'arc dn! de la 
méridienne et Télément d» de la ligne géodésique, en considérant 
le second comme projection du premier (voir fig. 4, p. 143) 



1 — ^^^ ' 



d'où 






cf(zy 



148. 
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Et, d'autre part, entre le rayon MI = r du parallèle, et le rayon 

de courbure MK «= R' de la Section nor- 
male de la surface qui a la même tangente 
(par suite, perpendiculaire également au 
plan méridien supposé pris pour plan de 
la figure), le théorème de Meunier donne 
la relation 

MI = MKcosf, ou r = R'cosf, 

£ étant Tangle formé par la normale MK à 
la méridienne r = /'(z) avec la direction 
'*' ' des ordonnées r, ou, ce qui est la même 

chose, Tangle de la tangente avec Taxe des abcisses z, angle 

pour lequel on a dès lors 

tangf = f'{z)i cos e = 




i/i + n«/ 



et, par suite, en substituant dans la relation précédente. 



r = R' 



dou — 



i 



V\ + f'{zf 



ï^' f(z)V\^r(zf 



En remettant donc cette dernière expression à la place de^,, et 
pour f^, celle de la courbure de la méridienne, ainsi que les 
valeurs (162) de sin^t^ et cos^v, dans la formule générale pré- 
citée (42), on retrouve bien exactement l'expression (161), à 
laquelle nous ont conduits nos formules (141), et que nous pro- 
posions ainsi de vérifier. 

Application aux surfaces coniques; exemples. — Dans les 
diflërents cas que nous venons de traiter, la solution du problème 
pouvait être obtenue assez simplement, à la vérité, en partant 
des équations classiques que nous avons déjà rappelées, parce que 
dans chacun de ces cas Téquation de la surface donnée pouvant 
s^exprimer à Taide de deux variables seulement, les équations 
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différentielles en question se réduisent elles-mêmes aisément à 
une seule équation du second ordre entre deux variables, dont 
on aperçoit ensuite, avec tant soit peu de dextérité, Tintégrale 
générale, soit pour le cas des cylindres, soit pour le cas des sur- 
Taees de révolution. 

Il n'en est pas de même <lans les deux cas que nous allons 
traiter maintenant. Pour celui des surfaces coniques, il est vrai, 
réquation de la surface donnée, et, par suite, Féquation différen- 
tielle adjointe en coordonnées rectilignes, peuvent être encore 
assez facilement ramenées à ne contenir que deux variables 
seulement, mais la forme de cette équation du second ordre, 
quelle que soit la variable indépendante que Ton adopte, est 
compliquée, et aucune indication d'ordre purement analytique 
ne s'offre à l'esprit pour mettre sur la voie de son intégration. La 
propriété géométrique de la plus courte distance, qui exige que 
dans le développement de la surface sur un plan la ligne géodé- 
sique se développe suivant une ligne droite, peut seule donner 
quelque indication sur la nature de la courbe, et permettre d ar- 
river, comme nous l'indiquerons, à son équation. 

Quant aux surfaces du second ordre non développables, telles 
que l'ellipsoïde ei les hyperboloïdes, pour lesquelles ce procédé 
détourné fait défaut, le problème a paru pendant longtemps l'un 
des plus diffîciles de l'analyse appliquée à la théorie des surfaces. 
Aussi la solution simple et élégante, qui en a été donnée pour la 
première fois dans les Vorlesungen ûber Dynamick, à l'aide des 
coordonnées elliptiques, et comme application d'une nouvelle 
méthode pour l'intégration des équations de la dynamique, 
a-t-elle excité l'admiration des géomètres, qui ont été unanimes 
à reconnaître dans cette belle découverte de Jacobi une mani- 
festation nouvelle de son puissant génie. On peut donc regard r ^ 
comme avéré, que l'instrument habituel des coordonnées recti- 
lignes, ou même ceux des autres coordonnées classiques, polaires 
ou semi-polaires, étaient radicalement impuissants pour résoudre 
seuls ce diflicile problème. 

Nous allons voir que la méthode que nous avons exposée 
fournit la solution de ces diverses questions, de même que pour 
XI. 3 
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les cas précédents, par no procédé simple et uniforme, le calcul 
restant toujours le même, quant à sa marche et à son esprit, et se 
bornant en réalité à Papplication d'une formule unique, en 
tenant compte de la forme particulière des fonctions données 
dans la question. 

VI* Système des coordonnées coniques, {Surfaces coniques en 
général.) — La direction d*une droite dans Tespace étant définie 
par les deux angles eo et 0, que nous avons considérés dans le 
système des coordonnées sphériques, il est clair que tout cône 
ayant son sommet à Torigine des coordonnées pourra être repré- 
senté par une équation de la forme &> = /'(6), qui exprime la 
condition à laquelle doit satisfaire une génératrice quelconque 
de la surface. Si Téquation du cône était donnée en coordonnées 
rectilignes, sous forme de Téquation homogène F(x, y^ z) = 0, 
on obtiendrait immédiatement la forme précédente, en y rem- 
plaçant X, y, z par les expressions (146), ce qui donnera 
simplement 

(1 62^') F(8in cos «, sin e sin », ces é) =» 0, 

la coordonnée r disparaissant d'elle-même par suite de Thomo- 
généité, puis résolvant ensuite cette dernière équation par rapport 
à <i>. 

Soit donc <>> c= /'(O) Téquation du cône donné, dont on se pro- 
pose de déterminer les lignes géodésiques; si nous envisageons 
la famille de cônes eo — f(B) =- C, cette dernière équation pou- 
vant encore être interprétée comme celle des courbes, traces de 
ces mêmes cônes sur la sphère de rayon égal à Tunité, nous 
chercherons d'abord les trajectoires orthogonales sur la même 
sphère de ces courbes, et nous les prendrons comme directrices 
d'une seconde famille de cônes, qui sera dès lors manifestement 
orthogonale avec la première. A cet effet, chacun des éléments 
des deux lignes en question pouvant être confondus avec un 
élément d'arc de grand cercle, si nous supposons tracés sur la 
sphère de rayon 1 la série des méridiens définis par l'équation 
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(ù'^'ConsL^ el aussi la série des parallèles définis par Téquation 
0=sccm«/., et que nous désignions par V^ et Vj les angles 
formés avec le parallèle correspondant par deux éléments de 
grand cercle quelconques MM| et MM^ ayant une extrémité 
commune M, il est clair que la condition de perpendicularité de 
ces deux éléments sera 



V, — V, = -. ou 

2 



c'est-à-dire, en développant. 



eos(V, — V,) = 0, 



cosVjCOsV, -♦- sin V,sin Vt = 0, ou 1 -f- tangY|tangV, = 0, 

condin'on complètement analogue à la relation connue entre les 
coefiicients angulaires pour les droites tracées sur un plan. 

D'autre part, si nous désignons 
par V Tangle analogue pour un 
élément quelconque MM', et que 
nous tracions les deux cercles mé- 
ridiens d'azimuts o et gd + du, 
et les deux parallèles de colati- 
tudes et + dO, correspondants 
à ces deux extrémités M et M', la 
Q^dB considération du triangle infinité- 
simal xMIM' donnant immédiate- 
ment 

ci9 = sin9d».tangV, 




a>* 



Fig. 6. 

on aura en général 



i dB 

langV= -7— x*' 
sm6 da 



d'où il résulte, que la condition de perpendicularité de deux 
éléments de lignes quelconques tracées sur la sphère, en leur 
point de rencontre, sera 



1 ldi\ /rfe\ _ 
sin*a\d«/,\rf«/. 
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en distinguant par un indice les dérivées qui se rapporieni à 
chacune des deux courbes. 
D'après celte formule, ayant pour la famille de l'ônes a — f{0)=i', 
/dfl\ 1_ 1 

T» 

on voit que les trajectoires orthogonales de ces surfaces senmt 
fournies par l'équation difTérentidle 



1 /(/fl\ 



= 0, 



sin'srW^''"'. sin'«./'(»r 

et en iniégranl 



/de 
sin's . 



Ces préliminaires admis, continuant à suivre la voie et les 
procédés qui nous ont conduits dans la question précédenie, pour 
trouver les lignes géodésiques du cône w =/"(6), nous envisage- 
rons le système coordonné 

/^ de 
' J sin'fl./ (8) 

formé d'une famille de sphères concentriques, ci de deux familles 
de cônes orthogonales entre elles, ayant toutes deux leur sommet 
au centre des sphères, et dont la seconde comprend le cône 
donné pour la valeur du paramètre w = 0. 

Les équations de définition qui précèdent nous donnent, étant 
différen liées. 



-/■(«) = 



f'? 



K d6 (/^ 



n'a./'(fl) rfx tlx 



de ilf rfii il9 lia 



d;/ sin'â./'(ii) dy dy i(<j ih/ dtj 

dz sin'9 . /""(e) dz"^ dz 
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Des trois premières nous concluerons d'abord, comme nous 
Pavons fait pour le cas particulier du cône de révolution, 

064) a:*-*-y*-^z' = ^\àif ou Aîy=1, H = ArV«=^» 

et de même de chacun des deux autres groupes de trois équa- 
tions, en élevant au carré et ajoutant, 

2 (deda dBda d6dcj\ i 

(ir>5) AîwH -I- h H AÎOs=AÎ^ 

^ ' * smH.r(B)\dxdx dijdy dzdzl sm*Bf(ôf ' *^' 

(dBda dBda doda\ 

Or, d*une part, les deux familles de surfaces gd == const. et 
9=3 colls^, c'est-à-dire les plans méridiens et les cônes de révo- 
lution, qui constituent avec la sphère le système sphérique déjà 
étudié, étant orthogonales entre elles, nous avons 

dB du d9 da dB du 
dx dx dy dy dz dz 

D autre part, la valeur des paramètres A^gd et AJO, qui figurent 
dans l'expression précédente, nous seront immédiatement four- 
nies par Texpression générale de l'élément d'arc appliquée au 
système des coordonnées sphériques, savoir 

\A,r/ \A,e/ VA, J ' 
laquelle, comparée à l'expression classique 
(1 68) A* = rfr* -H rVe* -h r« sin*9 . du\ 



donnera 






^^Mà 
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et, par conséquent, dans le calcul actuel, où nous avons appelé 
cp le rayon de la sphère, 

(168^-) AÎ8==1 Aî«==-J— . 

f* î)'surO 

Reportant donc ces valeurs dans les équations (165) et (166), 
en tenant compte de la suivante (167), et permutant les deux 
membres, nous obtiendrons 

__J 1 i^_i-\-s\ï\^9.r(é)* 

(169) { I \ r r I \; 

d'où, enfin, pour K et J les expressions cherchées 



, sin'i.ne)' y*sin*a 

1 -4- sin'«./'(«)*' 1-t-siii' 9. /"'(»)' 



(d70) K = ,'._ .,.,.,„,,.. .-. . ,,.., ^.,„,, 



Or, Télimination de u entre les deux dernières équations (165) 
conduisant à Téquation 

laquelle, résolue par rapport à 6, fournira une valeur telle que 

072) ô = ^(^ — o), 

si Ton suppose remise cette dernière valeur à la place de dans 
l'expression (170) que nous venons de trouver pour K, on voit 
qu'elle prendra bien la forme ^(f)^(4^); par conséquent, les 
hypothèses (129) du cas 11 seront encore une fois réalisées pour 
le cas actuel, en prenant, après la substitution que nous venons 
de dire, 

sin'0 riè"^ 
(i75) FW = 1, *(,) = ,'. ^i^)'- ,^J,%^. 
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et (Jés lor5, par la substitution de ces valeurs, les formules (131) 
Tourniront immédiatement la solution du problème. 

Mais, de même que dans l'exemple précédent relatif aux sur- 
faces de révolution, au lieu de substituer à 6 sa valeur (172) 
en ^ dans la formule précédente (170), pour arriver à Téqua- 
tion en cp et ^ de la ligne géodésique, on pourra conserver la 
variable 6, en déduisant par la difiërentiation de Téquation (171) 

r^, 11. 1-*-8in«». /•'(«)• 

* L s\nU.f\B)] sin'd./'(ô) 

et, pr suite, les valeurs (173), donnant 

/\ /^ ^f r ^f 1 • 

/ v - = / =arccos-- -«- const, 

I V^)d^ = / -^-^ dB 

/ J \/\ H-sin*ô.r(e)* sin'd./(6) 

= JVk -h sin*ô./'(e)'rfe ^ const, 

la solution définitive du problème, fournie par les formules (131), 
sera, en remettant à la place de ^ sa valeur r, quelle était censée 
représenter dans ce calcul, 

(1 74) arc ces \ Cv \ h- siii*e./'(«)* d^ -- C, 

qui sera alors Téquation de cette ligne exprimée en coordonnées 
sphériqucs. On verrait d'ailleurs, exactement comme pour le cas 
particulier du cône de révolution déjà traité, que la seconde 
équation (131) ne fournit pas une solution distincte de la 
première. 

Le calcul qui précède, tel que nous venons de le présenter 
pour la plus grande facilité du raisonnement, suppose une con- 
dition qui peut n'être pas toujours remplie, à savoir que Ton 
puisse résoudre par rapport à eo Péquation du cône supposée 
donnée entre gd et 6. Ainsi, par exemple, le cas du cône de révo- 
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lution traité un peu plus haut échappe a la formule précédente, 
par la raison que Téquation =» const.y ne contenant pas co, ne 
peut èire résolue par rapport à cette variable. Pour éviter cette 
difficulté, il vaudra mieux laisser dans l'intégrale qui figure à 
réquation précédente la variable indépendante indéterminée, en 
remarquant que Ton a 

/*V^l-4-sin«e/'(e)«dd= /"v/d^-4-sîn«e./'(^)V6'= /Vr/^Vsin*ld««, 

et d'écrire dès lors ainsi IVqnation (174) 

Cr J 

ce qui permettra de supposer indifTéremment Péquation du cône 
résolue, soit par rapport à gd, soit par rapport à 6, ou même, dans 
le cas où ces deux modes de résolution présenteraient une égale 
difficulté, de supposer Tune et Pautre de ces variables exprimées 
à la fois à Taide d'une même variable auxiliaire, ce qui sera 
évidemment toujours possible en la choisissant convenablement. 
Avec cette dernière forme' d équation, on retrouve bien, comme 
Ton voit, le résultat (148) obtenu pour le cône de révolution en 
y faisant simplement G = const. 

L'équation (174**") que nous venons d'obtenir, de même que 
celle trouvée pour les cylindres, est susceptible d'une interpré- 
tation, qui met encore en évidence d'une façon simple la propriété 
de la plus courte distance. En efiet, l'expression (168) de l'élé- 
ment d'arc en coordonnées spbériqucs pouvant s'écrire 

donne pour l'élément ds de la ligne géodésique en particulier 

ou, en extrayant les racines, 

(175) l/f/^' -♦- sin*d. c/:o* = - l'^(/,s' — d?. 
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Or, il est visible que cette dernière expression représente exae 

tement l'angle dQ, compris sur la 
surface du cône entre deux géné- 
ratrices infiniment voisines, lequel 
n'est pas altéré par le développe- 
ment de la surface sur un plan; 
car si OM et OM' sont les deux 
génératrices correspondant aux 
deux extrémités de Pélément MM' 
de la ligne géodésique, et que 
Ton décrive du sommet comme 
centre Tare de cercle infiniment 
petit MN, lequel peut être assi- 
milé à une perpendiculaire à OM', 
la considération du triangle rec- 
tangle infinitésimal MIVM' don- 
nera pour mesure de Tangle com - 
pris dQ : 




Fig. 7. 



(lys"»») 



dli = — = 

OM r 



Si donc on suppose la surface entière de Tune des nappes du 
cône développée sur un plan, on aura, d'après Féqualion (175), 
en appelant langle compris entre une génératrice fixe prise 
pour origine et une génératrice variable, 



(I7G) 



/Vrffl* ^ sin'a . rf«« =:r / - \/(h^ — fir^=.A)a = a -h C; 



et, par conséquent, Téquation (174***'), où il n'entre dès lors que 
les quantités r et 0» qui ne sont pas modifiées par le développe- 
ment, pourra, après la substitution de la valeur qui précède, 
être considérée comme l'équation en coordonnées polaires de la 
ligne géodésique développée sur le plan, équation qui sera alors 



(177) 



1 
arccos — = û -4- C, 
Cr 



ou 



-ŒT rcos(n -4- C), 
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c'ost-à-dire celle d'une droite, ce qui établit bien directement, 
comme pour les cylindres, la propriété de la plus courte distance. 
Il est clair, d'ailleurs, qu'en reprenant en ordre inverse la série 
des raisonnements que nous venons de présenter, on pourrait 
ainsi, en admettant comme point de départ la propriété de la 
plus courte distance, supposée démontrée en général comme 
conséquence de la définition des lignes géodésiques, remonter 
dans ce cas particulier à Téquation (174) ou à l'équation de la 
ligne géodésique des surfaces coniques elle-même, et ôe procédé, 
bien qu'assez peu direct, est peut-être la voie la plus facile pour 
arriver à cette équation, si Ton ne veut pas faire usage, comme 
nous l'avons fait, des coordonnées curvilignes. 

Proposons-nous enfin de déterminer encore lare et le rayon 
de courbure de la ligne géodésique représentée par l'équation 
(174) ou (174"'), que nous venons de trouver pour une surface 
conique quelconque. 

Pour cela la première de nos formules (140), correspondant 
aux hypothèses (129) qui nous ont servi pour le calcul de cette 
équation, nous donne tout d'abord pour s, en remplaçant F (9) 
et ^ (cp) par leurs valeurs (173), 

Pour la seconde, H étant une constante d'après la valeur (164), 
il suOira de calculer la valeur de la dérivée — d'après l'expres- 
sion (170), qui donne 



/K = /.*'h-/ 



sin*ô./''(e)' \ 
1 ^ sin'ôT/V)'/ 



en y considérant comme une fonction de m définie par l'équa- 
tion (171), de laquelle on tirera par la différentiation 



[ 



m * 



I -|d6 */« -sin'e /'(«) 

I — = — I, a ou — = 

sin*0Y'(»)J<^» f/cr 1 .*. sin«6.n«) 
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On obtiendra ainsi pour expression de la dérivée demandée 

T "" "dTS^ ""rfêlr-f- sin*d. n6)V I -^ sin'fl.ne)*' 

et, par suite, en la reportant, ainsi que la valeur (169) de A|Gr^ 
dans la seconde formule (140), on aura pour expression de la 
courbure cherchée 



\ 1 l/l-4-sin*d./(6)*rf, / sin*e./'(fl)« \ —8ln««. /*'(«) 



2C*y' ff sin ô 



rf / sin*e./^(fl)» \ — 8ln«« . /•'(«) 
rTë ^\l H- s\nU,f'(ù)V 1 -H sin*e. /•{«)•' 



c*est-è-dire, en réduisant, et remplaçant cp par sa valeur r dans 
la question, 

I_ ^/M' sino./'iô) rf / sin*e./'(d)« \ 

(179) -- --^-j ^^^^.^,^^,^-,rfi "«lrr^ô":7W/ 

Si Ton voulait avoir la même quantité exprimée en fonction 
d'une seule coordonnée, il suffirait de remplacer dans cette 
dernière expression ^^ par sa valeur tirée de Téquation de la 
courbe (174), qui est 

J- « cos [c -h fV\ -^ siii*ô./'(ëp c/ô j . 



Nous eussions pu encore, à la rigueur, écrire sans le secours 
de nos formules (140) ces deux expressions que nous venons 
ainsi d'obtenir, et le calcul direct que nous allons en indiquer 
constituera de même une vérification simple et facile de ces 
formules. En effet, pour la première (178), en nous appuyant 
seulement sur la propriété géométrique (177) relative au déve- 
loppement de la surface et de la ligne géodésique sur un plan, 
cette relation exprimant que dans ce développement la projec- 
tion du rayon vecteur r sur la génératrice initiale (celle à partir 
de laquelle on compte Tare $) est une quantité constante ^' 



I 
j 



160. 
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montre que le triangle OMqM est rectangle en Mqi et que, par 
suite, Ton a dans ce triangle 



=._(■• 



OU 



C 




Fig. 8. 

De même pour la seconde expression, celle du rayon de cour- 
bure, les mêmes considérations géométriques font voir immédia- 
tement, la génératrice rectiligne étant Tune des lignes de 
courbure, que Ton doit avoir dans ce cas, par la formule d'Euler, 
cl la propriété géométrique (177), 



(180) 



I 



i 



I 



1 t 



- = — cos y = — 

p R' 



— c'os*(a-+-C')= r- 

K* ' R' CV 



R' étant le rayon de courbure de la section principale normale à 
la génératrice rectiligne, et, dès lors, toute la question est ramenée 
simplement à calculer ce rayon principal R'. A la vérité, nous 
ne pouvons plus dans le cas actuel, comme nous Tavons fait 
pour le cas précédent des surfaces de révolution, obtenir 
l'expression de ce rayon par la seule application du théorème de 
Meunier; mais, dans ce cas-ci. Tune des deux courbures princi- 
pales étant nulle, nous n'aurons qu'à invoquer pour cet objet la 
formule générale, que nous avons donnée dans notre Mémoire 
sur la théorie de la courlmre des surfaces pour l'expression de la 
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somme des deux courbures principales pour une surface quel- 
conque cp (x, 2^, z) t= 0, expression fournie par IVquaiion (26) 
(page 22, au bas) de ce Mémoire (cette quantité étant désignée 
par H dans ce travail), et qui, appliquée à notre surface m actuelle, 
donnera présentement, a cause de j^»» 0, 



I i Va* o' a* / „A|C ..Aitar 
— = 1 -H IX 1- fjL 

R' A,cLj- fy* z* \ X y 



V 

Z 



Vj fx", v" désignant toujours les cosinus directeurs de la normale, 
qui sont 

A"=— - "=._L^ ./'=; — f 

Aicx A|€ï ly A|0 z' 

et qui donnent, pour le premier en particulier, 

,,A|0 I oA|Ci o/Aici (lodM * i</vsdU 

X A|0 XX XX dx lix '2 (Ix dx ' 

et par suite, en ajoutant les trois expressions semblables, 
^, A|0 ,,A,cr ,,A,!ff \ fdadU dts dl} dadU\ 



X y s î2 \dx dx dy dy dz dz I 

valeur qui, étant substituée dans Texpression qui précède de î|>> 
permettra de l'écrire sous la forme simple 

(181) - = J*(A,a-*--G] = -r(-2A,a ^ G), 

en convenant de poser, pour faciliter les transformations qui 
vont suivre, 

dxsdU dfsdn drsdn 
dx dx dy dy dz dz 

Or, les deux termes, qui entrent alors dans la parenthèse dans 
cette dernière valeur de ^, peuvent se calculer encore aisément. 
En effet, d*une part, Texpression en coordonnées sphériques du 
paramètre différentiel A^ d'une fonction de point quelconque V, 
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expression devenue pour ainsi dire classique depuis les célèbres 
travaux de Laplace sur l'attraction» se trouve dans tous les traités 
d'analyse sous la forme suivante (*) 

A \T 

r dr'^ r*sin*9 du* r*8in9 de 

et donne par suite en particulier» en faisant successivement 
V =a «, puis V «a 6, 

1 ds'inô i r/./sinO 



résilie de r* de 

d'où Ton conduera, par conséquent, pour le A^ de la fonction v, 
définie par notre dernière équation (163),^t en tenant compte 
de la valeur (168»*") de Aïe, 

I à^fs = A,« — A/(e) = — [/"'(e) A^e -♦- /"(eyAJeJ 
(183) ^ f(6)Vd A iAni d.lfm 

D'autre part, l'expression de /J étant nécessairement, de même 
que celle (170) de J, une fonction des seules coordonnées spbé- 
riques r et 0, on a pour l'une quelconque a des trois coordonnées 
reclil ignés 

m dU(h dUde 
doL dr da dô dv. 



[') Voir, par exemple, Serret, Cours de Calcul différentiel et intégral, t. I, f W, 
i'« édition, p. 429, en haut. 
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en sorte que Ton aura, en faisant successivement a a=a x, y, z, 
pour expression de la quantité ci-dessus (182), 

(UJ/dvtdr (ifs dr dadr\ 
dr \dx dx dtj dy dz dzl 

dli Idrs dB du dd drs de 
-^ -_-l 4- _ 1 

d$ \dx dx dy dy dz dsi 

Ovy les deux familles de surfaces r=(pe=: const, et -a^^const. 
faisant partie Tune et Tautre du système coordonné (163), et 
étant dès lors par hypothèse orthogonales entre elles, la première 
parenthèse est évidemment nulle, en sorte que la valeur de G 
sera simplement tout d*abord, en tenant compte de celle (163) 
de la fonction t?, 

dUVdBfda ^.,^ dB\ delda ^ dô\ d9[du , do\l 

^dUVd&da ded<^ dada f.fAf^^^V (f^^V /''«^Vd 
^'ddldidûi:'*'d^d^'^d'zd^~''^^^\^ ''%/ '^Uzl IJ' 

laquelle expression, en ayant égard de nouveau à Torthogonalité 
des deux familles de surfaces 6 = com/. ei(ù = consL empruntées 
au système sphérique(l47), se réduira définitivement à 

(184) G=-[^rm]s]^-'-j^-^ 

En substituant dès lors ces deux valeurs (183) et (184) dans 
la seconde expression (181) de ^, on trouvera donc pour celle-ci 



— '-^'j."«('""''H-' 



et, enfin, en substituant cette dernière expression elle-même 
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dans celle (180) de L on aura définitivement pour la courbure 
cluTchée 



\^ J*r(6j d 

p ~ VîCV de 



logjjsin'ône)'). 



expression qui, en tenant compte de la valeur (170) de J, coïn- 
cide exactement avec celle que nous avait fournie presque immé- 
diatement notre formule (140), et la série assez longue des 
calculs, par lesquels nous avons dû passer pour l'obtenir par la 
voie que nous venons d'indiquer en dernier lieu, comparée à 
la facilité avec laquelle notre formule (140) nous avait donné la 
même expression, permet d'apprécier le service rendu par cette 
formule et ses analogues, même pour les cas où elles ne seraient 
pas absolument indispensables. 

Nous terminerons cette théorie, relative aux surfaces coniques 
en général, par quelques exemples d'application de la méthode 
que nous venons d'exposer. 

1" Considérons en premier lieu le cône 

qui admet l'axe des z pour axe de symétrie, et dont les sections 
par des plans perpendiculaires à l'axe des z sont des lemniscates 
semblables, ayant toutes leur centre sur l'axe z, en sorte que 
chacune des deux nappes du cône se compose, pour ainsi dire, de 
deux nappes secondaires reliées entre elles précisément par celte 
arête. 

L'équation de cette surface, transformée en coordonnées sphé- 
riques, étant 

r'(sin'6)' = r'cos'ô. r' sin'd(cos'« — sin'w) ou tangue = cosâ», 

peut être résolue indifféremment par rapporta u ou par rapport 
à 6. Adoptant donc le premier mode de calcul, on aura pour 
l'équation » == f(B) dans ce cas 

1 , , 

w= -arccos(lang'e;. 
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laquelle donnera tout d*abord 

i 

atangd. — -- 
a« -., , . 1 cos'e tango tanga 

^® ^1/1 — (ig'd)» [/cos'B — sin*« i/cos»d — siVo' 

puis en partant de là, successivement 

. . i m K9 M **"*^ cos*e — co8'4sin*d-f-sin* j 

1 -♦- sin'fi A (er =1 H r ; = -. 

co8'5(cos*d — sin'e) cos*e.cos2d 

(cos'd ^-sin'fi)*— 3sîn'«cos'â i — isin'So 

= 2 r =ai2 



2 cos' 6 . cos 2a ' (i + cos2e) cos 29 

i 4 _ 3(i _- cos'2a) i i ^ 3 cos»2(S 
2 cos2a(l -4. cos2o) 2cos2o(1 h- cos2a)' 

et par conséquent l'équation (i74) donnera alors pour celle de 
la ligne géodésique cherchée 



i i / \ / J -*■ 5cos*2fl 

Cr 2V/2ty cos28(i -*-cos2«) 

équation dans laquelle Tintégrale qui y figure, se transfor- 
mant tout naturellement, lorsqu^on y fait cos 29 «s u, et 
d.20=3 — ^» ""^^ , de la façon suivante 



/'/ i-f3cos»2g ^ 2a«=:-. A/- 



3ti' r/u 



cos2a(1 -^ cos2a) -^ V ^^^ ^ ^^ [/J^ir^ 

— _ /' (^ -^ Zu*)du 

'-* du 



./ 1 -«- u 



l/tt(1— M)(i-4-3u») 



ne dépend par conséquent que des seules fonctions elliptiques. 
XI. 4 
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2® Considérons en second lieu le cAne du second ordre déjà 
envisagé 

x' f/' 2* 

a' 6« c« 
dont réquation, transformée en coordonnées sphériques, devient 

1 i 1 

— sin*flcos*» -*- — sin'^sin'w -cos*e = 0, 

a* 6» c« 

et peut être résolue également soit par rapport à 9, soit par rap- 
port à u. Toutefois, dans ce cas lexpression obtenue étant plus 
simple quand on résout par rapport à 9, il y aura lieu d*adopter 
pour cet exemple le second mode de calcul, qui consistera alors 
à tirer tout d'abord de l'équation précédente 

i i 

I --— (a'sin* » -*- 6* cos* «) lang* e = — , 
\ a c 

( tang6=»db = d: — S~«, 

1 ci^a'sin*»-*-6*cos'« ^ 

en posant, pour abréger récriture, 



S = a*sin*« -♦- 6'cos*« 
' ^ J T = aV -♦- c'S « a*(6» -*- c*)sin«« -h 6'(a*-*- c«)cos*fii. 



d'où Ton conclura 



a'6' . c*S cos'o c* c 



« 



(«87) sin'a = — -, cos»fl = — , _— = ___.sin»o, 

puis, en difiërentiant la seconde des valeurs (185), 

do 1a6 -' iaV 

ces'» 2 c 4c»S» 
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c'est-à-dire en ayant égard à la dernière égalité (187), et à la 
valeur (186) de S, 

c« (a'— 6»)« 
= -^ sin'«cos'«. s\n*edo^ ; 

ety enfin, successivement, en ayant égard également aux valeurs 
(187)desin«eet(186)deT, 

I 

dt^ -h sin'ed»* =de* h -^sin^eda* 

siir6 

r c* (a*~67 . , , T 1 

= TTZ — t: sm*»cos-cy -f- — — \sia*ôda\ 

larb* S a*6*J 



ydQ* H- sin'ôdûî» =— V -^: ^sin'«co8»»-*-Tsin*ed« 

=» -^ »/c'(a* — 6y sin*«cos«« -4- ST — (i« 

^ab c^iii^ — 6')*sin'wcos'w -*- ST 

T l/Sl/c«(a* — 6*)'sin'»co8»«^ S(oV -♦- c'S) 

r c'(a' — 6')'sin'«cos*a"| ab do 

L T J 1/ c«(o'-678in»«cos*û)S-^o*6*S*-4-c'S» ' 

de telle sorte, qu'en remettant définitivement dans cette dernière 
expression, à la place de S et T, les valeurs (186) qu'elles sont 
censées représenter, notre formule (1 74"') nous donnera alors pour 
l'équation de la ligne géodésique demandée 

^ ^, /T t . . L, . cMa* — 6«)'sin««cos*« 1 

--=:€-+-/ a'smV-f- 6'cos'» -f- --r-^ r--- t- — ;- 

Cr J l a*(6'-f-c')sm*w-f-6»(o'-*-c')cos'«J 



arc cos 

Cr ,/ L 

ahda 



V/c'(o'- 6*)'sîn*wcos^o*8in'«-*-6'co8'»)+aV(a*sin*«-^6'cos'«)'-*-c'(a'sin'«H-6*co8*«)' 
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Si pour calculer effectivement Tintégrale qui figure dans cette 
dernière équation, on pose encore cos «-=t«, d«=- i^râ ^ J^^^t 
la quantité soumise au radical sous le signe y* devenant alors un 
polynôme du 4' degré en u', ou du 8" degré en fi, pendant que 
le facteur entre crochets se changera en une simple fonction 
rationnelle de u, on voit dès lors que cette intégrale dépendra 
ainsi des fonctions hyperelliptiques de la seconde classe. 

Nous indiquerons un peu plus loin un moyen beaucoup plus 
simple de traiter le même problème, à Taide d'un choix de 
variables plus spécialement approprié à la question. 

3"* Considérons en dernier lieu, comme exemple du troisième 
mode de calcul que nous avons indiqué, le cône 

/ ^^^ — yV 

yr — 2wyz -\-\x — mzarccos 1 = 0, 

m désignant un simple coefficient numérique. Cette même équa- 
tion pouvant encore être écritç, en séparant d'abord en deux 
membres, puis extrayant les racines, 



mz — y 



X — mzarccos = d= V^^myz — y' 

vnz 



ou 



mz-^y 



M88) X — mzarccos rfc V^mz.y — w', 

mz 



on reconnaît à première vue que les sections de cette surface par 
des plans perpendiculaires à Taxe des z sont des cycloîdes sem- 
blables, ayant toutes leurs bases situées dans le plan des jcx, et 
proportionnelles à la distance de leur plan au sommet du cône, 
c'est-à-dire, en termes plus précis, parallèles, dans un même 
plan, et vues toutes du sommet sous un même angle, dont la 
tangente est m. 

La dernière de ces équations, transformée en coordonnées 
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sphérîques, c'est-à-dire Téquation (162*"') de notre théorie, étant 

dans le cas actuel 

mcosd — sÎDdsin» 

sin6cosfi> = fncos6.arcoos 

mcoso 

dzl/^msindcosdsinfi} — sin^Osin^u, 

et contenant également les lignes trigonométriques des deux 
variables 6 et (o, à la fois en termes algébriques, et engagées sous 
le symbole transcendant arc cosy ne peut être résolue en Tétat 
par rapport à aucune de ces deux variables isolément. Il y a donc 
nécessité d'introduire, comme nous Pavons expliqué, une variable 
auxiliaire tellement choisie, que Ton puisse obtenir séparément 
les expressions de 6 et de gd en fonction de cette variable. Dés 
lors il sera tout naturel, d'après la forme que nous venons de 
reconnaître à la surface, d'adopter pour cette variable auxiliaire 
précisément celle dont on fait habituellement usage pour écrire 
les équations de la cycloîde, en remplaçant par conséquent la 
seule équation (162**'') par le système des deux équations 

(189) sin0cosco=mcos6(fi — sinu), sin6sincj=mcos9(l — costi). 

En ajoutant donc ces deux équations, après les avoir élevées 
au carré, nous en tirerons en premier lieu 

sin*6=: m'cos'flntt — sinii)* -+- (I — cosu)*"l = m* ces* 6. D, 
d'où ^ 

(190) iang'fl = m'D et tang« = =fcwl/D, 
en convenant de poser, pour faciliter les transformations, 

D = (ti — sini*)* -^ (i — costi)* 
(491) / =tt* — âusinu -4- sin'ti -t- 1 — 2 ces i/ + ces' m 

= U' — âMSÎDf/ -4- 2(1 — cosii), 

quantité qui donnera lieu dès lors aux deux égalités suivantes 

(192) u{u — 8Înti)=s D -♦- tisinu — 2(1 — cosu), 

(193) rfD=r2ii — 2(sinfi-*-ucosM)-f-2sinti]rfM=2(1 — cosu)udti, 
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et l*on conclura immédiatement des trois valeurs (190) et (193) 



m'D , i sin'tf m* 

sin'd es —-, cos'tf I 



l-*-m»D' l^m'D' D 1-Hiti*D' 

(194) ^ 

</9 mdD ,, ,ti(ftf 

— --==:d= ^= db m(i — costi) ; 

cos'fl 21/D 1/D 

puis de là, en ayant égard à la seconde équation (189), 

udu udu 

(195) d« = cos*.mcosfl(1 — cosu) . — ^ = eo8e.sin6sin»* 

l/D I/D 

En second lieu, en divisant membre à membre les deux équa- 
tions (189), on trouvera de même successivement 

1— cosu (4— cosm)* . (w— sinu)' 

tango» : — , sin'«s= , cos*u= , 

u— sinu D D 

, da (u— sintijsinu— (1 -cosu)* . ti(u~sinti)— . 

(196) — r= ^ r--; ^du^-^- ^.- r/ii, 

^ * cos*« (il — smw)* (ii-smii)' 

, cos'» r 1 , r l^w 

du= : — -- u(m— 6inti)-D \du=:\ t«(ti-sinii)*D — 

(u-sinu)»L ' J [ ^ JD 

Or Texpression (195) de dB devenant, en l'élevant au carré, et 
y reportant les valeurs (194) et (196) de cos' 6 et sin' g», 

^- ,...., «'^^W* 1 ., (I —008 II)* llMll' 

D i -•- wi'D D D 

u*(i — costi/sin*d 



i -♦- fn*D D« 



du*; 



et de même l'expression (196) de do donnant sans peine 

• Cl II* 4 

sin'«rf«'e=rw(ii — sinti) — d] — ^du\ 
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OD obtiendra facilement, eu ajoutant ces deux dernières égalités, 
puis ayant égard à la troisième (194), 

d^-4-sin»ô.d«'=i -^ _L^.r,i M-sinii)-D| ]-=rr-du^ 

ti»(1 -costi)V(lH-m'D)[u(ii-sint<)-Df mVt*' 



(197) = 



l-*-m*D D(I+m'D) 



i . D(4-*-m*D)«' 

en posant de nouveau pour un instant 

U = ti»(l — cosu)« + (i -*- m"D) [ti(u — sinu) — DJ, 

quantité qui, en ayant égard successivement aux deux valeurs 
(191) de D, se transformera de la façon suivante 

U = tt*(4 — cosM)«4-(1-*-m«D)|tt*(a— sînw)»— 2u(ti— sinii)D-4-D" 
= u\\ — costi)' -*- u\u — sinii)* — 2u(a — sinti)D -*- D' 

■4- m*D[ti(ti — sinti) — D] 
=ï D < u* — 2tt(ti — sin m) -4- D -*- m' \\i[u — sinu) — D]* > 
= D I II' — 2i/' -♦- 2usin u -4- m' — 2tisin ti -4-2(1 — cosii) 

-4- m' \u(u — sinti) — D^ |, 

c'est-à-dire, en réduisant, et tenant compte encore de la première 
égalité (193), 

UsbD<2(1 — costi)-«-m*[tisinti — 2(i— cosm)] > 
=»D < 2(1 — cosu)-4-m*[u*sin'w-- 4ttsinti(1 — cosu)-4-4(i— cosii)'] | 
=D mVsin'tt -4- 2(1 — costi)( 1 — 2m'usintt)-4- 4m' (i — cosw)' . 
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De telle sorte qu*eii reportant cette dernière valeur dans Tex- 
pression (197% et extrayant ensuite les raeines, on trouvera pour 
rélément de Tintégrale à calculer 



m 



i-^-m^D 



V m Vsin'tt -f- 2(i — rostt)(l — 2m*iisinii)-i-4m'(1 — cùsufék^ 



et finalement, en remettant dans cette dernière expression, i la 
place de D, sa dernière valeur (191), la formule (174^") nous 
donnera, pour la ligne géodésique cherchée, Téquation 



(198) 



1 

arccos — =C' 
Cr 



/V m"M"sin'ii-+-zii— coswHi— zw"wsiiiui-i-*7#iii— cwbwi- . 
: TT-i — r— : ^r: — r^i «'«j 



l^m Vsin'ii-*-2(4 — costi){1 - 2m*MsinM)H-4m'(4 -cosu)* 
\ -t-m^ltt* — 2u8inii-+-2(1 — cost*)] 



équation dans laquelle Tintégrale qui y figure, contenant simul- 
tanément u, sin ti, et cos ti, engagés à la fois sous un radical et 
dans une fraction rationnelle par rapport à ces quantités, repré- 
sente une transcendante de I ordre le plus compliqué, et ne pourra 
sans doute être évaluée qu'à Taide des méthodes de quadrature 
approximative. Quoi qu'il en soit à cet égard, cette quadrature 
étant supposée effectuée par un procédé quelconque, on obtiendra 
ensuite Téquation de la ligne géodésique en coordonnées sphé- 
riquesi en remettant dans Téquation (198) ainsi calculée, à la 
place de la variable auxiliaire ti, sa valeur tirée de la seconde 
équation (189), savoir arc cos ^1 — -tangOsincdY ou mieux 
encore en coordonnées rectilignes, en y remplaçant simultané- 
ment r et tt par leurs valeurs l/ac* h- y' -h z' et arc cos ^—^ • 

Application aux surfaces isothermes en général. — Cas parti- 
culier DES surfaces du SECOND ORDRE. — Avaut d'ahordcr le pro- 
blème relativement aux surfaces isothermes en général, nous 
étudierons d'abord le cas particulier le plus intéressant, en con- 
sidérant les surfaces les plus simples et les plus fréquemment 
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employées qui ne renirent pas dans les catégories déjà examinéesi 
à savoir les surfaces du second ordre, auxquelles se rapporte la 
célèbre solution de Jacobi, dont nous avons déjà parlé. 

VIF Système des coordonnées elliptigiies, ou système ellip- 
soïdal. — (!'' Ellipsoïdes et hyperboloïdes.) — Le système des 
coordonnées elliptiques, ou système ellipsoïdal, dont nous avons 
déjà fait usage dans le précédent paragraphe de ce travail, se 
compose, comme on Ta vu, de trois surfaces du second ordre 
appartenant aux genres ellipsoïde et byperboloïdes, dont les 
équations ne diffèrent que par la dénomination du paramètre, et 
les limites entre lesquelles il est astreint à varier. Le calcul que 
nous allons présenter s'appliquera donc indifféremment aux trois 
familles de surfaces coordonnées, en y permutant successive- 
ment les trois variables \ fx, v, et les supposant d'ailleurs ren- 
fermées chacune entre les limites que nous avons définies au 
moyen des inégalités (93). 

Supposons donc, pour fixer les idées, que nous cherchions les 
lignes géodésiques de Fellipsoîde au paramètre v, astreint à varier 
entre les limites — c^ et -h oo. Il suffira de faire, pour appliquer 
notre théorie, ?. = y, |^=<p, et y«=sTir =con«^ Les expressions 
déjà considérées des quantités H,K, et J, qui sont avec cette nota- 
tion (formules (98)) 

(199) ' ' ^^'^ ' '^'^ 



_^ i (a — f){f3 — if) 



J ^ 2\r'o = - 

4 A-) 

réalisent précisément les hypothèses du cas III, car elles coïn- 
cident avec les expressions (135) en faisant 

Lintégrale générale, qui est représentée par les deux équations 



174 
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(136), consistera donc dans le cas actuel dans les deux solutions 
(en multipliant tous les termes par 2) 



(201) 



.N 



© — a 


Af)(? -H c) 





/■(?)(? + C) 






^ «I 



/•(*)(♦ + C) 

A*)(* + c) 



dt = C', 



d« =- C", 



ou en remplaçant définitivement les variables 9 et (p par leurs 
valeurs conventionnelles relatives au cas actuel, ainsi que la 
fonction f par son expression (96), 



du 



(202) 



/\/ 




A — V 






./ V („« 


+ x)(6' 


•4- X)((? H 


t- a)(Ch 


-i) 


A/ 




jB— V 






•^ V (a. . 


^ /«)(6' 


■4- ((t)(c» -t 


- ^)(C -* 


-F) 


A/ 




\ •/ 






./ V (a» - 


V ;.)(/>» 


■+- x)(c* -* 


- ^)(C -♦ 


-*) 


A/ 




lU— y 







dM = c, 



A*) (C ■+-[*) 



(fX 



rfA* = C", 



et Ton retrouve ainsi presque immédiatement la belle solution 
donnée pour la première fois relativement à Tellipsoide par Til- 
lustre Jacobi dans la 38* leçon de ses Yùrkzungen ûber Dyna- 
mt* (page Î2U) (*). 

Si Ton veut connaître en même temps pour Tune ou fautre 
de ces deux lignes (supposées réunies en une seule équation, la 
seconde, par exemple, en convenant que le second radical em- 
porte avec lui son signe), Texpression de la longueur d'arc d*une 
part, et celle du rayon de courbure de Tautre, pour un point 
quelconque de ces lignes, notre seconde formule (137) nous 



C) Voir tussi les VorUtungen ùber Analytisch Géométrie de Hesse,S3* leçon. (Troi- 
sième édition, page 3iM.) 
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donnera lout d'abord pour la longueur d*arc, en remplaçant 
encore fy <p, m par \ fi^Vy 



4^vv 






A)(fe«H- >)(c'h- A)(C^- A) 

(203) \ *- J ^^ ^^ ^^ ^ 

■^/ ^ (a« -^ A^)(6« + ,x)(.c« + A^)(C H- A.j^'^^J' 

expression qui concorde bien avec celle donnée par Jacobi (loc. 
ct7., page !214, en bas\ eu égard à Téquation (302) de la courbe 
elle-même^ ainsi que nous l'expliquons pour une question plus 
générale dans notre paragraphe premier (voir la note en petit 
texte, au bas de la page 76, ou encore la Note II de TAppendice 
à la fin du Mémoire). 

De même pour le rayon de courbure, les expressions (199) 
donnant 

/H — 1 I /K — t I 



l(a — ?)(o — *)J 

en remettant ces valeurs, supposées prises pour la valeur parti- 
culière du paramètre m qui convient à la surface donnée, ainsi 
que celles (200) de 4>f et W^y dans notre formule (139), nous 
obtiendrons 

i y r M ]*/ y-^c _ ^-*-c \ 



L.r__M__i* 



(?^C)(a— ^)-(^H.C)(a-~y) 



(o— f)(a — f) 

1 A-r 



- (a -*- CK? — *) 



^ _ /•(g)'(o -»- C) (o+C)[(a'-«-o)(6* + a)(c*+o)]' 

[(a-f)(a-*)J^ [(y_„)(^_„)]' 



176 — f)0 — 

et par suite, en remettant de nouveau >, fji, y, è la place de f,;{^,«r, 
nous aurons défînitivement pour expression du rayon de cour- 
bure cherché 

(20*) p = [(^-^)i^-^)f 



(y -hC) V/(o» -4- y) (6« 4- y) (c' -♦- v) 



formule que ne donne pas Jacobi, et que nous n*avons rencontrée 
nulle part ailleurs. 

En particulier pour Tellipsoide 



x* y «' 



que Ton peut toujours supposer répondre à la valeur du para- 
métre V, en prenant dans le système coordonné (94) pour les 
constantes a, 6, c, précisément les demi-axes de la surface don- 
née, cette dernière expression prend alors la forme simple et 
remarquable 



(205) p = 



Cabc 



(2® Cane du second ordre.) — La méthode que nous avons 
indiquée pour les surfaces coniques en général conduit, comnàe 
on l'a vu, pour le cône du second ordre, à un résultat assez com- 
pliqué; mais cette complication n^est pas inhérente è la nature 
même de la question, et tient simplement è remploi des coor- 
données sphériques, à Taide desquelles nous avons exprimé le 
résultat, et qui ne sont pas dans ce cas particulier les variables 
naturelles de la question. Aussi arrive-t-on à un résultat beau- 
coup plus simple en mettant à profit pour cet objet le système de 
coordonnées coniques r, X, et fx, défini par nos formules (107), 
que nous avons déduit comme cas limite du système des coor- 
données elliptiques. 

A cet effet, supposant comme dans la question traitée dans 
notre chapitre premier, que Téquation du cône donné ait été mise 
sous la forme 

X* ff z* 
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oLy P, 7 étant réels, et remplissant la condition a> ^, puis conve- 
nant de même d'attribuer aux constantes a*, 6^» c', et fx, les valeurs 

(206) a« = a', 6» = p*, c« = — r*, f* = 0, 

ainsi que nous Tavons fait à l'occasion du même problème, nous 
ferons pour appliquer notre méthode dans la question actuelle 

et dès, lors les expressions (108) nous donneront avec ces nota- 
tions pour H, K, et J, les valeurs 

(207) \ ' 

m-) 

lesquelles coïncident, comme on le voit, avec les expressions 
(132), en faisant 

(208) F(.f) = i, ♦(5,) = i^=lj^. H^(f; = ^*. 

La solution du problème, qui est avec ces hypothèses fournie 
par les équations (134), sera donc, en prenant ces mêmes valeurs 
pour la surface donnée, c'est-à-dire en y faisant nr = 0, 

OU encore, en intégrant comme nous l'avons fait un peu plus 
haut è propos du cône de révolution (voir la formule de quadra- 
ture en note, page i37), 

arcros / V/ -jr-r d^ = C, 
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car Ton verrait encore comme pour ce cas particulier que la 
seconde équation (134) ne fournirait pas une solution distincte 
de celle-ci. Si, enfin, nous remplaçons dans cette équation 9 et 4» 
par leurs valeurs conventionnelles relatives à la question actuelle, 
ainsi que la fonction f par son expression (96), nous aurons fina- 
lement pour équation de la ligne géodésique du cône donné 

(209) i = Ccos /"€'.+ i /*. ^''^ 

^ » / I 



l^— A(a* -►. a)(6« -♦- a)(c« H- A)^ 

rintégrale qui figure sous le signe somme étant une quantité 
réelle, attendu que, des quatre facteurs qui entrent sous le radi- 
cal, deux sont négatifs, savoir 6^ -h X et d^ -h \ et les deux 
autres positifs, par suite des inégalités (93) et des hypothèses 
(206), qui donnent dans le cas actuel — a*<X< — 6*<0< — c*. 

Telle est donc la solution fort simple, à laquelle conduit pour 
ce cas remploi des coordonnées coniques X, p, et r. On voit que 
rintégrale qui y figure ne dépend que des fonctions elliptiques 
seulement, tandis que rintégrale analogue que nous avons ren- 
contrée, en employant les coordonnées sphériques, conformément 
à la méthode générale exposée dans le paragraphe précédent, 
dépendait, on s'en souvient, des fonctions hyperelliptiques. 

Nous n avons pas à rechercher l'expression de la longueur 
d'arc correspondant à un point quelconque de la ligne géodésique 
(209), du moment que nous avons obtenu cette même expres- 
sion pour une surface conique quelconque, en fonction de la 
seule coordonnée r, que nous employons encore pour ce cas 
particuh'er du cône de second ordre; et il est facile de s'assurer, 
en effet, que notre première formule (lit), qui correspond aux 
hypothèses (132), dont nous nous sommes servis pour le cas 
particulier que nous venons de traiter, reproduit bien, en v 
remettant à la place de F et de W leurs valeurs (208), l'expres- 
sion (178) que nous avions établie pour le même objet dans le 
cas général. 

Mais il n'en est pas de même à l'égard de l'expression du 
rayon de courbure de la même ligne, attendu que nous avions 
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obtenu l'expression (179), relative à cet élément dans le cas géné- 
ral, en fonction de la coordonnée sphérique 6, que nous n'avons 
pas conservée comme variable dans la question actuelle ; il y a 
donc lieu de rechercher à nouveau cette même expression en 
fonction de la coordonnée conique 1, à Taide de laquelle nous 
avons obtenu cette fois Téquation de la courbe. 

A cet effet, tirant successivement des expressions (207) 

/i *' \ /H 1 






« 



puis prenant ces deux dernières valeurs pour la surface donnée, 
c'est-à-dire y faisant iir&aO, et les reportant toutes deux, ainsi 
que l'expression (208) de W (<]/), dans la seconde formule (141), 
nous aurons pour expression de la courbure demandée 



i — 1 



^V ^ ^«V-y/ \Crl I 



OU, en remplaçant f(0) par sa valeur, qui résulte de la défini- 
tion (96) de la fonction f et de nos hypothèses (206), savoir 
/(0) = l/a*Pc* = l^ — a*py, et en même temps ^ par sa 
valeur tirée de l'équation de la courbe (209), nous aurons 

- = =.cosV C'h-- / j. 



(Z^ Parabolotdes.) — La méthode la plus naturelle, pour traiter 
ce problème indépendamment de ceux que nous avons déjà réso- 
lus, consisterait à faire usage dans ce but du système de coor- 
données défini par nos formules (116"'), ou (H?*»**) et (11 8), de 
notre second chapitre, mais nous préférons, à titre d'exemple 
d'application de notre méthode pour le cas où la surface donnée 
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n'est pas supposée rattachée à un système triple orthogonal, et 
en même temps comme vérification de nos formules plus géné- 
rales données en vue de ce cas, résoudre le même problème à 
l'aide de ces formules pour Tun des deux paraboloïdes 

(210) / -^•L=.2«, 

P 9 

en sorte que nous aurons ainsi épuisé dans notre revue, en ce 
qui concerne les lignes géodésiques, la série complète des sur- 
faces du second ordre. 

Pour cela, il nous faudra tout d abord remplacer cette équation 
unique par trois équations de la forme (36), (p et ^ désignant par 
hypothèse les paramètres correspondant à chacun des deux 
systèmes de lignes de courbure. A cet effet, les trois formules 
de droite (97) nous donnant immédiatement les trois équations 
analogues relatives à la surface 

x« y* «' 
o* 6' r 

qui correspond à la valeur du paramètre m, lesquelles sont par 
suite, étant prises pour la même valeur m = 0, 



(2i2) 



X» 


(a* 


+ ?) («' 


-*-♦) 


y' 

6» 


(6' 
(6'- 


^ y) (6' 


-+-*) 


o' 


(«' 


- /,«)(«' - 


-cV 


-a')' 






2* 


(c« 


-+- f)(c' 


+ *) 










C* 


(c' 


- «'){c* 


-6«)' 







et la surface proposée (210) pouvant être considérée, ainsi qu'on 
lésait, comme la limite de la surface (211) dont on ferait grandir 
Taxe c jusqu'à Tinfini (*), après avoir transporté et fixé è Torigine 



(*) Il est indispensable de supposer k l'avance à cet effet les trois constantes données 
a*, b\ c'*, et les trois coordonnées X, /jl, v, rangées par grandeurs dans un ordre précisé- 
ment inverse de celui marqué par les inégalités de définition (93), hypothèse nouvelle qai 
n'altère en rien la réalité des valeurs de x, y, s fournies par les équations (94) (colonne de 
droite), qui sont les seules que nous empruntions à la théorie antérieurement exposée du 
système ellipsoïdal, comme point de départ du calcul actuel. 
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des coordonnées Tun des sommets correspondants, il est clair que 
nous obtiendrons les équations demandées, en introduisant les 
mêmes hypothèses dans les trois équations (212). 

En effet, remplaçant dans Téquation (2H), en premier lien 
z par z — c, et a*, 6* respectivement par cp et cç, cette surface 
deviendra, en réduisant 



x« y* z* 


22 




x« y» 


, z' 


- +--*--r 


— 0, 


ou 


— -♦-— = 


= -2z , 


cp cq c' 


r 




P 9 


c 



et, en faisant ensuite c =» oo, on voit qu*elle se réduit bien à 
réquation proposée (2t0). Si Ton opère les mêmes substitutions 
dans les équations (2t2), et qu en même temps on y change 
cp en c(p, et ^ en c{;, on trouvera de même d'abord 

x^ ^ (p -f- f)[p -*- j.) 
^P (p — 9)(P — 0' 



ou encore 

Jp* (p ^ f){p -^ ^) 





l 
cq 


(9 
(9 


-^î')(9 
-c)(q- 


-P)' 


(c -t- y)(C -»- *) 
(c _ p)(c — qr) ' 


' 






y* 

9 


(9 + 
\c 


f)(q-*- 
«)(9- 


P) 



' (r-,)(h.) 

Z* 2:î (c-*-f)(c-*-'f') c'-*-(f-f-^)c-4-î>;. — [c* — (p-t-yjc-^py] 

c* c "~(c— pXc— y) ^ c' — ip-^qjc-^-pq 

r ,,;!. — pyl 
c\f'*-^-*-P'*-q'^ 

et faisant ensuite c = oo, après avoir multiplié toutefois la der- 
nière équation par c, il restera simplement 

— = r-' ■"== ; T"' — iz=fH-i-*-p-hy, 

P -(P-9) 7 -(î-P) 

XI. K 
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d'où Ton tirera définitivement en résolvant 

(215) 1 ^=\/^*^(P-^'^^(P^"^)' y=V^^;^l/(7^)(^^, 

Ces trois équations représentant dans le cas actuel les trois 
équations (36) de la surface rapportée à ses lignes de courbure, 
et donnant par la différentiation 



(214) 



^i:^=l\/J!L\/?!:!l '-^=iv/_?_\/^ ^=-«1 



nous en concluerons pour la valeur de H, par les formules (37), 

H = f-V=WVf-V ^ \ pip-^^) qiq-^^) ] 

W-^/ Wç./ U?/ "" 4(7— /i)L /)-+-? q-^f J 

M? — P)l ^ q-i-fl \ p-+-f/J ^q—pXq-hf pH-v/ 
^1^ y— f y(pH-y) — p(y-4-9) ^ 1 y-j, ?(y — p) 
47— p (P -+- ?)(9 -^- ?) *7-P (p-^f)(?-^?)' 

et la valeur de K se déduisant évidemment de celle de H, en 
permutant simplement (p et \^y nous aurons, en réduisant, les deux 
valeurs 

(2lDj 11= ? (? — rt, K=l. 't U — ç), 

^ ^(P^?)(q^?) ^ ^(p-^^Kq-^^y 

lesquelles présentent bien encore la forme requise pour lappli- 
cation de la méthode, et coïncideront avec les expressions (t35) 
en faisant 

(210) \ 1 y ,. i ^ 

4 (p -4- v)(7 -♦-y) 4 (p -+- ^)(7 -H •;.) 
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Les formules (137) nous donneront dès lors pour équation de 
la ligne géodésique, et en même temps pour expression de la 
longueur d*arc correspondant à un point quelconque (en écrivant 
encore C au lieu de G| et 4: C' au lieu de C|), (*) 

I r f^f ^ r i'd^ ^ ^, 

(217) { 

double solution qui ne dépend encore, comme pour le cône, que 
des fonctions elliptiques seulement. 

Pour avoir en outre le rayon de courbure de cette ligne, ayant 
obtenu d*abord par une simple combinaison des valeurs (214) 



!/- ^!/ 



I / 9 ? — 'f' 






/p -4- ^ 



o 



i /-L 



^ — 7 



puis ayant tiré ensuite des mêmes valeurs par la dilTcrenliation 









rf?* 2V p — 7 \ a/ 4%/ p — ^V ?■*-?? ■♦-? 



(*) Ces deux résultats ont déjà été donnés par M. Mindirg {Journal de Crelle, t. XX, 
4840, p. 327, in medio), lequel les déduit immédiatement de ceux de Jacobi, relatifs à 
l'ellipsoïde, ainsi que nous l'indiquons, d'après lui, un peu plus loin. 
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nous déduirons de ces deux dernières séries d'égalités l'expres- 
sion 






f4> ?</-/? 



4'V î-pv p-9 V 

V 



p-i-^t i 



f ^ 



P +• ? P -^ ? V^(q H- f)(q H- 4^) 



q-*-4> i 



^ — f 



4'V (p-9)V?^ 



? — i» 



(g -<- ?)(P ■*- ^) — (? -»- ^)(P -^ y) 
^(P -^ f )(9 -+- f) (P ■<- f )(?■<-?) ^ (P -^ ^)(7 -^ *) 

(P — 7)(? — '*') 



i 1/ — |îqr ç, — ^ 

'^""^ [(P -*- ?)(9 + ?)]' »^(P -^ *)(? -^ ^) 
_ V/'— P7 (? — ^Y 



[(P -^ f)(9 + ?)]" ^^(P -*- *)(? -+- 'f') 

Or, d'autre part les expressions (215) de H et K nous don- 
nant 



HK=- 



(HK) * = 



1 





- ?+(? — 


•+)' 




4' 


(p + ?)(? 


+ î)(P 


-^*)(9 


H-*)' 


tV 


'(p ■*■ ?)(? 


-^ ?)(P 


+ *)(? 


-*-♦) 



(? — ^y — ?'!' 



nous conciuerons par le moyen des formules (41), à l'aide des 
résultats que nous venons de l^alculer, et des valeurs || esO, 
i! = 0, que donne immédiatement l'expression (213) de z, pour 
les quantités que nous avons appelées A et B, les expressions 



4 y f*(p 



? — ^ 



f)(q-^f) 



B 



4V y^ 



^ — f 



(p -^^Kq-*-^)» 



la seconde se déduisant évidemment de la première par la simple 
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permutation des lettres 9 et 4^ ; puis, comme les mêmes valeurs 

(215) de H et K donnent pour leurs inverses 

1 ^^ (P -»-?)(?-*■ y) i ^^ (p-^»)(?-^ rt 

nous aurons par les égalités (45), à Taide des valeurs que nous 
venons d'obtenir, pour les deux courbures principales delà surface, 

et dés lors en reportant ces dernières valeurs, ainsi que celles 

(216) de 4>| et ^^i dans notre formule générale (138), nous 
aurons définitivement pour Texpression de la courbure cherchée 






et pour celle du rayon de courbure lui-même 



(218) p = '^^^ 



Si notre but, en développant les calculs qui précèdent, n'eût 
été, avant tout, de fournir un exemple simple de Tapplication 
littérale de la méthode exposée dans notre premier paragraphe, 
dont nous n'avions pas encore fait usage jusqu'ici, nous eussions 
pu arriver beaucoup plus rapidement aux mêmes résultats, en 
effectuant directement sur ceux déjà rencontrés pour la surface 
(211), c'est-à-dire dans les formules (202), (203), et (204), les 
mêmes transformations qui pour c=»oo nous ont donné la sur- 
face proposée (210), ou, plus exactement, celles qui nous ont 
conduit des équations (212) aux équations correspondantes pour 
la surface donnée (213). 

En effet, faisant d'abord dans ces résultats v = tr=0, pour 
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les adapter à la surface (21 1), puis y changeant encore a^ 6' 
en çp, cq ; /, p, en cep, c^ ; et en outre C en Ce, et C en-^, on 
voit aisément qu'elles pourront s'écrire 



/v/ 



9 



(P + v)(9 -+- ?)(* -*- ^)(<^ + ?) 



fjf 



i 

!2 



■JV; 



'JV 



^)(q-h^)\^i -h^J(C-4-4,) 



d^^C, 



(p-4- ?)(9-*-?)|i -f- ^j (C -+- y) 



r^^? 






^){q -4- .f)[l -h ^)(C H- ^) 



^d^ 



P = 



(cVfV _ àirP)* 



(f^V 



Cc.c\/pq.c Cl/pç.c» Cl/pgf 



et dès lors, en faisant dans ces résultats ainsi transformés c = oo, 
il est visible que nous obtiendrons ainsi immédiatement pour - 
la surface donnée (210) les mêmes formules (217) et (218), aux- 
quelles nous a conduits l'application pas à pas de notre mé- 
thode, qui trouve par là dans cette coïncidence une vérification 
aussi complète qu'on peut le demander. 

VIII'* Système de coordonnées isothermes en général. {Surfaces 
quelconques, susceptibles de faire partie d*un système orthogonal 
triplement isotherme). — Le succès de la méthode que nous 
avons exposée, pour les différents systèmes de coordonnées suc- 
cessivement examinés jusqu'ici, tient pour la plupart i ce seul 
fait que ces divers systèmes étaient composés exclusivement de 
surfaces isothermes. Il nous reste donc à établir en quelques 
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mots en terminant, comme résumé et couronnement de cette 
étude, le résultat plus général qui comprend presque tous les 
précédents, à savoir la solution du même problème pour un 
système de coordonnées quelconques, composé de trois familles 
de surfaces isothermes. 

Pour cela nous n'avons qu'à rappeler cette proposition for- 
mulée par Lamé, à savoir que, pour un pareil système de coor- 
données, si Ton suppose les trois surfaces rapportées à leur 
paramètre tliermométrique (*), les trois quantités que nous avons 
appelées H, K, J, ne dépendent que de trois fonctions d'une 
seule variable 4> (ç), W (?f ), n(îir), et que leur expression est 
nécessairement de la forme (**) 

(W2I9) J K = A, '^ = .ôL (v) - M(.i) )| Y(d) — ma)), 
J = Ar*cT = r iv('i) — nwjfn:^) — .i.(>) |, 



(*) Pour la définition de cette expression, empruntée à Lamé, voir, dans le cas où on 
l'ignorerait, Lamé, Leçons sur les coordonnées curvilignes, % XXI (page 31), ou encore 
notre Mémoire sur la théorie de la courbure des surfaces, § IV pages 88, in fine, et 89). 

;") Après avoir établi les six équations aux dérivées partielles du second ordre aux- 
quelles doivent satisfaire les paramètres différentiels ^i des trois surfaces p^ p^^ p^ com- 
posant un système orthogonal (ou plus exactement leurs inverses), et limitant la question 
à la recherche d'un système triplement isotherme, Lamé est amené à substituer comme 
inconnues aux trois paramètres ^ii les trois quantités 

AiPi^iP, J^iP«A,? A.PA.p, 

lesquelles donnent, étant multipliées deux à deux, 

(*) A7«p = Q;Q*, a7«p. = 0ÎQ*, A7^^, = Q'QÎ, 

pois il montre que ces trois quantités doivent satisfaire en particulier tout d'abord aux 
trois conditions 

— U, = II, '— zs II, 

^P rfPi ^P, 
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expressions dans lesquelles a, (3, y désignant trois constantes, les 
trois fonctions <I>, V*, et II, sont assujetties à vérifier simultané- 
ment trois équations aux dérivées partielles, ou, plus simple- 
ment, à vérifier isolément trois équations différentielles ordi- 
naires, puisqu'elles ne renferment chacune qu'une seule variable. 
Nous nous proposons, il est vrai, de revenir sur cette démon- 
stration pour rétablir à nouveau, à Taide de nos méthodes, d'une 
façon plus complète et plus satisfaisante, mais, en attendant, 
Tautorité de Lamé est assez grande dans ces questions pour que 
nous ayons le droit de considérer comme acquis ce résultat for- 
mulé par lui, et de nous en servir pour achever Tétude que nous 
avons entreprise. 

Etant donc donné une surface quelconque, susceptible de faire 
partie d'un système orthogonal triplement isotherme, et dont on 
propose de trouver les lignes géodésiques, nous la considérerons 
comme la surface particulière, répondant à la valeur otq du para- 



qui expriment l'isothermie de chacune des trois surfaces, et en outre aux trois équations 
simultanées du premier ordre 

1 rfpi rfPi «'pi «/et «'Pt rfPi 

(B) / Qi_Jl_._IJ. = Q« _J1 !L' -|. Qi _JL* _J11, 

dp, (/? rfp, d<^ do cfo, 

• dp dp» do dp, ■*■ • do, do 

Gela fait, il en pose d'emblée, comme par une sorte de divination, la solution suivante 

(y) Q» = A«-A?, 0«=AS-A«, Qî = A*-A«, 

A n'étant fonction que de p seule, A| que de pi et A^ que de p^; puis il «joute quelques 
lignes plus bas : « J'ai démontré, depuis, que les valeurs (qui précèdent) des Q*, sont les 
intégrales les plus générales du groupe des trois équations aux différences partielles 
(ci-dessus (3)), qu'elles véritient. » [Leçons sur les coordonnées curvilignes, 8 LVI, 
pages 99 et 100.) 

Nous avouons ne pas savoir où se trouve cette démonstration, et, par conséquent, n'avoir 
pu la contrôler ; mais tenant cette affirmation pour bonne et véritable sur la foi du nom 
illustre de Lamé, si nous reportons les valeurs {y) des Q* dans les expressions (a), et que 
nous écrivions, pour revenir à nos notations, 4* (:) à la place de A«, M (^) k la place 
de A*, et n (o) au lieu de AJ, nous obtiendrons pour nos trois quantités H, K, J, préci- 
sément les valeurs (âi9) que nous indiquons ci-dessus, dans lesquelles on aurait fait : 
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mètre, d'une certaine famille isotherme au paramètre m, puis 
nous supposerons que Ton ait déterminé les deux autres familles 
isothermes aux paramètres (p et ^^ formant avec elles un système 
triple orthogonal. Enfin nous supposerons que Ton ait déter- 
miné les trois fonctions <I>, ^\ II, qui permettent d'écrire les 
valeurs des quantités H» K, J, sous les formes (219). On voit 
dès lors que, pour la surface m^ qui nous intéresse, les deux 
quantités H et K auront pour valeurs 

H=«(n(oo)-*(?)) (*(f )-M^(^)), K=p(*(?)-4'(^)) (t(.|)~ n(«.«)], 

lesquelles coïncideront avec les expressions (i35), en prenant 

(220) ! r 1 ri 

) *,(:>) = « n(oo) — *(?) L ^'M = p\ n W — m^(^) 

et dès lors la solution générale du problème fournie par les 
équations (139) consistera dans les deux équations suivantes 



(221) \ ^______ 

lesquelles détermineront ainsi en général deux lignes répondant 
à la question entre deux points donnés sur la même surface. 

Si Ton demande enfin, pour ce cas le plus général, les expres- 
sions de Tare et du rayon de courbure relatives à un point quel- 
conque de ces lignes (supposées encore réunies sous la seconde 
équation (221), en considérant le second radical comme suscep- 
tible du double signe), notre seconde formule (157) nous donnera 
immédiatement pour la longueur de Tare, d'une part 
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puis, pour le rayon de courbure, tirant des expressions (219) 



f 



M '^l 



/K 






n(a) n(a)-*(f) 



et déduisant des deux premières expressions par la différentiation 



/H n'(c) 

cr n (a) — •!> {f) ' 



/K — n'(a) 



rar M'(^J — Il (o) 



puis prenant ces valeurs, ainsi que celle qui précède de J * 
pour la surface donnée, c'est-à-dire y faisant tEr = 0, et les sub- 
stituant alors, en même temps que celles (220) de <I>| et Wf , dans 
notre formule générale (i39), nous aurons pour expression de 
la courbure cherchée 



i_ l[r(M-(-^)~n(a..)Xn(t^o)-»(F))]-^ 



*»*(?)— ^(^) 



n'W 



n'(oo) 



_ ^ nW (»(?) -^^ C)(-' (^) - nÇao)) >♦■ (t(i) -♦■ C)(n(a,) - »(y)) 
2V/r *(f ) - n*) [(n(.,) -^ *(,);(.^(^) -. n W)]« 

— 4 n'(«o) C"(«o) H- C) (i'(f) - *(?)) 



et nous en tirerons définitivement, en simplifiant, pour ie rayon 
demandé lui-même Tune ou l'autre des deux formes 



'' n'(oo)(n(o,) -*- C) y n'(o,)(n(«r,) + c)' 



{*) 



(*) Noas faisons passer le signe — devant la^ constante 7 sous le radical carré, afin de 
mettre en évidence la réalité de chaque facteur, pour le cas ob l'on attribue, avec Lamé, 
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Si les coordonnées 9, ^, m, que Ion emploie, ne sont pas les 
coordonnées (hermomélriqucs elles-mêmes, c'est-à-dire si l'on 
ne suppose pas les trois surfaces qui composent le système triple- 
ment isotherme, rapportées toutes trois à leur paramètre ther- 
mométrique, elles pourront toujours être considérées comme 
des fonctions parfaitement déterminées de ces coordonnées, que 
nous désignerons pour un instant par cp', ^', m', et réciproque- 
ment, de telle sorte que Ton aura : 

( ?=fi(?h y=U'P). ^'-Aw, 

(222) 

Cela posé, si Ton désigne de même par H', K', J' les trois quan- 
tités H, K, J, relatives à ce système de coordonnées, de Tégalité 
des deux expressions de Télément d'arc 

on conclura 

(225) H = ^7;(.)^ k ^ K'f^{p)\ J == J'Aii^/. 

Or, ayant, d'après les équations (219), pour les deux quantités 
H' et K' relatives aux coordonnées thermométriques, deux 
expressions de la forme 

ir = «fn(a') - ^w?')]\H-/) - M'(}')j , 



à la constante y la valeur — 4. La seconde forme de l'expression montre que l'on aura bien 
d'ailleurs, dans tons les cas, pour une valeur nielle, J étant par définition essentiellement 
positif, et par suite les deux facteurs qui entrent à la puissance | dans la première expres- 
sion sont nécessairement de même signe. 
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qui, exprimées à Taide des coordonnées (p, (p, Wy par la substi- 
tution des expressions (222), deviendraient 

K' = p[*i»-Hi(.f)][M',(^)~n.(a)|, 

on voit, en reportant ces dernières expressions dans les deux pre- 
mières (223), qu'en y faisant ensuite -a = 7SQ^ c'est-à-dire pour 
la surface considérée, H et K prendront des valeurs de la forme 

qui sont précisément les hypothèses (135) du cas III, c est-à-dire 
les plus générales relatives à l'emploi de notre méthode d'inté- 
gration. Celle-ci sera donc applicable, lors même que les trois 
surfaces ne seraient pas rapportées à leur paramètre thermo- 
métrique, et la solution du problème sera quand même fournie 
par les équations ( 1 36), (1 37), et (1 39). C'est ainsi, par exemple, 
que nous avons pu obtenir dans le numéro précédent la solution 
relative à rellipsoîde, en faisant usage des coordonnées ellipti- 
ques À, fx, y, qui ne sont pas des coordonnées thermométriques, 
et sans être obligé d'avoir recours aux coordonnées de Lamé, 
qui seules présentent ce caractère pour le système ellipsoïdal. 
Si donc il existe, en dehors de celles examinées sous les sept 
numéros précédents, d'autres surfaces susceptibles de faire partie 
d'un système orthogonal triplement isotherme, toute la diflSculté 
du problème des lignes géodésiques pour une pareille surface, 
quelle qu'elle soit, consistera uniquement à déterminer d'abord 
un pareil système, dont elle puisse faire partie, et cela fait, à trou- 
ver ensuite les trois fonctions <I>, W, II, dont dépendent exclusive- 
ment les paramètres A| des trois surfaces. Mais cette question 
soulevant ainsi, comme on le voit, une autre beaucoup plus vaste, 
que nous avions déjà d'ailleurs annoncé l'intention de traiter, à 
savoir la recherche générale d'un système orthogonal triplement 
isotherme, et réclamant d'assez longs développements, nous la 
réserverons pour en faire l'objet d'une nouvelle communication. 
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APPENDICE 



NOTE I 

SUR l'intégration de l'équation différentielle de la trajectoire d'un point 

MATÉRIEL, ASSUJETTI A RESTER SUR UNE SURFACE DONNÉE. 

Bien que les hypothèses et les résultats relatifs au cas III, 
pour rintégration de Téquation différentielle de la trajectoire 
d'un point astreint à rester sur une surface donnée, comprennent 
bien comme cas particulier, ainsi que nous Pavons fait remar- 
quer, les hypothèses et les résultats correspondants relatifs aux 
cas I et II, on n'apperçoit pas, comme cela semblerait devoir 
être, un lien de généralisation entre le procédé dont nous avons 
fait usage pour établir le résultat relatif à ce troisième caS; et 
ceux employés pour les cas précédents. Le succès de ce calcul 
provient d*ailleurs uniquement d'un artifice, qui peut sembler 
difficile à imaginer, si Ton ne connaît pas d'avance le résultat 
auquel on doit arriver. Aussi croyons-nous devoir faire connai- 
tre dans cet Appendice le procédé, beaucoup moins rapide assu- 
rément, mais plus naturel, et en quelque sorte plus analytique (*), 
qui nous a en réalité conduits à ce résultat et aux conditions 
correspondantes, par voie d'extension des idées et des procédés 
mis en œuvre pour arriver à la solution des deux cas précédents. 

L'équation différentielle (53) étant divisée par (u^)^ deviendra 



u\Lv* — v^d.v} 



t\t 



(O 






(*) Nous entendons ]>ar là, que ce second ptx>cédé nous semble présenter mieux le 
caractère d'un procédé d'investigation^ le premier au contraire celui d'un procédé de 
démomtration. 
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et pourra s'écrire 



ou encore 



(a 



m., vUK, 

1 H 

Sous cette forme, le premier membre étant une différentielle 
exacte, on voit que cette équation deviendra immédiatement 
intégrable lorsque le second membre sera également une diffé- 
rentielle exacte, circonstance dont la réalisation exige comme 
condition nécessaire et suffisante que le rapport ^vérifie Péqua- 
tion 






ou ce qui est la même chose 






ou encore, en intégrant par rapport à 4^, et introduisant comme 
constante au second membre, une fonction arbitraire de ^ , que 
nous désignerons pour faciliter les écritures par —/r^f 



(^^) 



f «* 9 /i(?) 



Si Ton suppose cette condition remplie, et qu'on en tire l'ex- 
pression 

d' /K, /II, f'M 

pour la reporter dans Téqualion proposée (i), celle-ci deviendra 

I /fi ^M '"' / "'* / A;(r) . 
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■ 

et donnera en intégrant 

(3) i[i -*- ^j= ^H, -4- //;w, ou ^ -*- ;;?= V«(p). 

V 

Le rapport ^ devant ainsi satisfaire à deux équations diffé- 
rentes, savoir les équations (2) et (3), il faudra que ces deux 
équations se confondent ; et Ton aura, en éliminant ce rapport 
entre ces deux équations, la condition que devront remplir les 
expressions données H^ et K|, pour que Féquation proposée 
admette pour intégrale première Téquation (3). A cet effet, 
tirant de Téquation (3) pour ~ la valeur 



v' 



et la reportant dans Téquation (2), on obtiendra ainsi la 
condition 

'H, / , , \/K,. n(f) 

f \ / f ii(f) 

la fonction /f étant toujours complètement arbitraire. Or si Ton 
se rapelle que Ton a par définition 



,, . m, IK, d l H\ 
d'où =--1/ — 1, 

e 9 a? \ K/ 



H._ H(^-i-C) H 

K| K(v -*- C) K o f df 

on voit que, si Ton s*impose la condition que la quantité J^(' ^) 
soit une fonction quelconque de la variable 9 seule F (cp), 
Téquation qui précède devenant alors 

F(^) ^ H, — Ji(f) -t- — -=30, 
? h (?) 

ce qui peut s'écrire 



/K, d rfiif) -i 



il faudra et il suffira alors, pour que la condition (4) soit satis- 
fSaile, que la quantité H-i -~ soit elle-même une autre fonction 
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quelconque de 9. Si Ton suppose cette seconde condition remplie, 
et que Ion désigne par F^ (cp) cette nouvelle fonction, Téquation 
précédente pouvant s'écrire alorS; en faisant passer tous les 
termes dans le second membre, 

et devenant ainsi une équation linéaire du premier ordre 
en j^. , donnera pour déterminer la fonction f^, en appliquant la 
formule classique relative à ce type d'équation, 



(«) 



fiif) 



=c'^'^'-'[c.-h/;-^«^"''f.(,)c/,], 



d*où Ton tirera Texpression de /!j qui en résulte, pour la reporter 
dans rintégrale première (3), qui en remplaçante^ et v^ par 
leurs valeurs, deviendra 



(6) --^ = H,/;(p)~1, ou V^Kd^=^^±[/H(H,f,(f)-i)df. 

tlflC' 

I 

Ainsi donc, toutes les fois qu'on aura les deux conditions 

(7) ^('1|) = '^W. H.^=F.(,). 

F et F^ étant deux fonctions quelconques d'une seule variable, 
on pourra obtenir l'intégrale première (3) ou (6). On trouverait 
exactement de même que, si Ton suppose remplies les deux con- 
ditions 

Fg et F3 étant deux autres fonctions quelconques, on obtiendra 
semblablement l'intégrale première 



tt' 



'9) i+_ = K,/;(*) ou \/ndf=±i^K(Ktfi(i>)—i)dt, 
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dans laquelle la fonelion f^ serait définie par Téquation 

(10) J-^ = /'"*>'*[c. ■*-/«-^^"*"V,Wrf,]. 

Toutefois ces deux intégrales premières, prises isolément, ne 
serviraient pas à grand^chose, parce que les variables ne s'y 
séparent pas, et qu'elles ne sont pas non plus linéaires ; mais si 
on suppose les deux séries de conditions (7) et (8) remplies 
simultanément, on va voir que la question se simplifie considé- 
rablement, et que la solution se trouvera ramenée dans un cas 
fort étendu aux simples quadratures. 

En effet, ayant dans cette double hypothèse (7) et (8), sépa- 
rément par chacune des intégrales (3) et (9) 

M« H- r» = t#'H,/;(î>) et II' H- V* = v'K/, W , 

on aura, en égalant ces deux valeurs de t«^ h- v^, 

!/%/•. (^)=v%/;(^), 

ou, en remplaçante^ ett;^ par leurs valeurs conventionnelles Hdf^ 
et Kd^*, Hi et K, par leurs valeurs H(<^ + C) et K(^ -+- C), et 
divisant par <^ -4- C, 

ou, en extrayant les racines, 

et, pour que dans cette dernière équation les variables se sépa- 
rent de manière qu'elle puisse s^intégrer par simple quadrature, 
il sera nécessaire et suffisant que H et K aient des expressions 
de la forme 

(12) H = *.(f)T.(^)n, K = ♦,(y)y,(t)a, 

Q, étant une fonction quelconque des variables f et ^, et <f>(, % 

4>29 ^29 quatre fonctions quelconques d'une seule variable. 

Il reste à examiner s'il est possible de satisfaire avec les trois 
XI. 6 



198. — 82 — 

seules fonctions données H, K, et ^ + G, qui entrent dans la 
composition des fonctions H| et K|, aux six conditions (7), (8), 
et (12), et quelle forme obligée il en résultera pour chacune de 
ces données. 

A cet effet, remarquons en premier lieu que les deux 
premières conditions (7) et (8) (celles relatives & H et K) 
sont satisfaites déjà par les expressions (12), attendu que Ton 
a par ces valeurs 

et par suite 

Admettant donc pour H et K des expressions de la forme (12), 
il n*y a plus dès lors qu'à s'assurer s'il est possible de satisfaire» 
avec une forme de la fonction <^+ G convenablement choisie, aux 
deux secondes conditions (7) et (8) (celles relatives à H| et K|)» 
et en même temps à déterminer cette forme. Or les expressions 

H. = H(^-4- C) « *,(f)T,(^).Q(^-^ C), 
K. = K(^ + C) = *.{y)v,(ç.).a(^4.C), 



donnant 






et par suite 



les secondes conditions (7) et (8) seront alors 
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Or ces deux équations, qui peuvent s'écrire plus simplement, 
en les divisant respectivement par *, (ç) y, (^p), et ^j (?) ^2 (+), 

Mf) ^ Hi(^)*i(f) 

sont deux équations linéaires du premier ordre, qui donnent 
pour la fonction û (Sf -h C) les deux expressions 




(43) 



a'/ -♦- C) = — fc" -H -L /V,(.) ?W ^ ] 



lesquelles, malgré leur différence d'aspect, sont bien en réalité 
identiques, ainsi qu'il est aisé de le reconnaître. En effet dans la 
première d'une part, la constante d'intégration C étant une 
fonction arbitraire de ^ peut être désignée par 'Z^}^} ^ W (vp) 
étant une nouvelle fonction arbitraire, et d'autre part la fonction 
F| (9) étant complètement arbitraire, l'intégrale en 9 qui y figure 
est elle-même une fonction complètement arbitraire, et peut être 
représentée simplement par $ (9). De même dans la seconde 
expression, la constante d'intégration C" étant une fonction 
arbitraire de 9 peut être représentée par -^J , et la fonction 
F5 (9) étant par hypothèse, elle aussi, arbitraire, l'intégrale en 
^ est une nouvelle fonction arbitraire que l'on peut désigner par 
— Y (^). Si l'on effectue ce simple changement de notation 
dans les deux expressions (13), on voit qu'elles se réduisent 
simultanément à la suivante 

et par conséquent l'expression qu'on en déduit pour ^ + C, savoir 

\Sv S(fy />, o) -*- c = V 

jointe aux expressions (12) de H et de K, vérifient bien simulta- 
nément les conditions (7) et (8), et permettront dès lors de rame- 
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(13) 



ner Tintégration de Téquation proposée aux simples quadratures. 
Supposant donc que H, K, et <? + C, aient des expressions de 
la forme (12) et (14), il s^ensuivra tout d*abord pour H| et Kq 
les expressions suivantes 

d'où Ton tirera 



1 ^ 4.^y)_ij'(^) ç, *(^)__v,(^) 

Cela posé, les fonctions /i (cp) et /, (^^) seront déterminées par les 
formules (5) et (10), dans lesquelles il faudra faire, par définition 
d'abord, puis en ayant égard aux valeurs qui précèdent, 

, Fs(î^) = K, — =— 77:l*(f) — n'I'JjTTT 77 = TT — , 

expressions qui donneront successivement ^ 
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en sorte que, par la substitution de ces différentes quadratures 
dans les expressions (5) et (10), on aura simplement pour j^^ 



elTTn celles-ci 



d'où Ton tirera inversement 

lesquelles expressions devront elles-mêmes être substituées, 
ainsi que celles (12) de H et de K, dans Tintégrale première (11). 
Or, cette équation contenant alors les deux constantes G| 
et C2, il est clair que ces deux constantes ne sont pas indé- 
pendantes, mais qu'il existe entre elles une relation, de manière 
qu'il n y en n'ait réellement qu'une seule d*arbitraire. 

En effet, si des deux intégrales premières (3) et (9) l'on tire 

^,= H/.(?)-l et ^]=K,/;(^)-l, 

on en conclura, en multipliant membre à membre ces deux 
dernières équations, 

[H,/;(f)-ijLK.Aw- «]==!, 

ou 

H.K,A (y)/;U) - H./-, (f) - K/,(rt = 0, 

ou encore, en divisant par le produit f^ (9) ^ (^), 

équation qu'on pourrait croire au premier abord devoir être 
l'intégrale générale elle-même, attendu qu'elle résulte de la 
combinaison de deux intégrales premières différentes, et semble 
renfermer de ce chef deux constantes arbitraires distinctes C| et 
Cj|. Mais on va voir qu'il n'en est rien, et qu'elle fournit simple- 
ment une relation entre ces constantes. 

En effet, si l'on y remet à la place de H| et K| leurs valeurs 
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(15), et au lieu de j^) ^^ r^) J^urs expressions (16), elle devient 

c'est-à-dire simplement, en réduisant, 

condition qui, devant être remplie pour toutes les valeurs de ? et 
de ^, ne peut être satisfaite qu*en prenant C^ = — Cf. 

Substituant donc, après y avoir remis cette dernière valeur de 
Cj, les expressions (17) des fonctions f^ et f^^ ainsi que celle (12) 
de H et K, dans Tintégrale première (1 1), celle-ci deviendra 



'«'i(?)M'i(^)n.Y/ y rfy 

ou, en simplifiant, supprimant le facteur commun SX ^W^^2* 
et séparant les variable^, 






— y,(</») d^ 



►(y)^C, V '''*W l^H(^) -4-c; 
et donnera par conséquent pour intégrale générale 



Puis Téquation de la trajectoire étant ainsi obtenue, on inté- 
grerait l'équation des forces vives, comme nous Texposons dans 
le paragraphe II. 

La solution que nous venons d'obtenir pour la trajectoire 
coïncide exactement, ainsi que les hypothèses correspondantes 
(12) et (14), avec celles contenues dans les formules (90) et(91), 
que nous avions déduites des formules plus simples (76) et (77), 
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relatives au cas particulier des surfaces isothermes. Or si Ton se 
reporte aux expressions correspondantes (15) de H^ et K|, il est 
facile de voir qu*on pourra inversement en déduire ces mêmes 
formules (76) et (77), en faisant simplement dans ces expressions 
(18) et dans la solution (18), V^ s^ con5(=ly ^2 = C(m8t= 1, 
ce qui les changera tout d^abord dans les suivantes 

puis, écrivant ensuite simplement ^<^h la place de ^1, — !Fs a la 
place de Y,» ^^ ^i^^n ^1 ^^ ^1 tiu lieu de $ et Y, on retrouve 
bien littéralement les^ formules (68) et (70) du cas III, qui se 
trouvent ainsi démontrées par une autre voie, comme nous nous 
étions proposé de le faire. 

Enfin remarquons en terminant qu'un procédé semblable 
permettra aussi bien de déduire des formules générales (90) 
et (91) à la fois toutes celles (76) et (77), relatives au cas 
particulier des surfaces isothermes. Il suffira pour cela de faire 
en premier lieu dans les hypothèses (90) et les équations (91) 

♦i(?) = F<(y) , Y,(+) = consl = 1 , ♦«(f ) = const = 1 , 

ce qui donnera en même temps 

H = F.(?)[*5(y) - H^sW], K « F,(^) [«jC?) - M^3(*)j , 

♦(?) — * w 



s 



*5(?) — M^i 



(19) < Vt*'^^^-^'(*>]A/^|?^''^ 

ou bien ) = \/2(r -♦- C") 



i 

■ I 

i 
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puis, par un simple changement de notation, de faire ensuite 

ce qui redonnera bien, d^abord comme tout à Theure, pour les 
eipressions de H, K, ^ + G, et Téquation de la trajectoire, les 
formules (76) et la première équation (77) ; et enfin pour la 
seconde équation Tune ou l'autre des deux suivantes 



/c*(^)-^<*)l^\/i|?^''^ 



ou bien ) =V/2(< h- C"), 

équations que Ton peut encore écrire ainsi, en séparant en deux 
termes Tintégrale, 

ou bien )=^[/^{t^C"). 



Or si Ton tient compte de l'intégrale première 



/ 



V. 






H?) -^ Cl ^ Y,(^) -+- c, 

qui résulte immédiatement de la différentiation de Téquation de 
la trajectoire que nous venons d'obtenir, cest-à-dire de la 
première équation (19) transcrite avec les notations (20), et 
qu'on prenne pour variable ^ au lieu de ^ dans la seconde inté- 
grale de la première forme de l'équation qui précède, et f au lieu 
de ^ dans la première intégrale de la seconde forme, il est clair 
que les deux formes de l'équation ci-dessus reproduiront bien 
littéralement encore Tune et Tautre la seconde de nos deux 
équations (77), ce qui justifie le fait énoncé en dernier lieu. 
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NOTE II 

SUR l'emploi de JUk MÉTHODE DE JAGOBI, POUR TRAITER LE MÊME PROBLÈME. 

On peut obtenir assez faeilement par la méthode de Jacobi la 
solution (103)y à laquelle nous sommes parvenus dans notre 
second chapitre, pour le mouvement d*un point matériel astreint 
à rester sur un ellipsoïde, et soumis à une force d*attraction 
proportionnelle à la distance. Il suffit pour cela d*ajouter le 
terme représentant la fonction des forces (100) au second mem- 
bre de réquation aux dérivées partielles, qu'il pose pour déter- 
miner la fonction caractéristique W, dans la 28" de ses Vorle- 
sungen ûber Dynamik (page 214), à savoir celle qui précède son 
équation (1), et alors cette équation, étant transcrite avec les 
notations dont nous avons fait usage en traitant ce problème, 
deviendra la suivante 

laquelle pourra s'écrire, en imitant son procédé, 

M. (^]*_ j}îL py 

f — ts\ f I ^ — u\^ I 

== ^TV + (^D ^ C)f -4- Cl - ( h' -*- {kD .- C)^ -h C,)l, 

et sera vérifiée en satisfaisant séparément aux deux équations, 
intégrables chacune par quadrature. 
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d*où l*on conclura par conséquent la solution complète 

et dès lors les deux équations 



rfC| 2\/2' dC 



= l -♦- C", 



que Ton doit écrire d*après sa règle, pour avoir les intégrales du 
mouvement, reproduisent littéralement nos deux équations (103). 

Nous signalons ce fait parce quil peut être généralisé, relative- 
ment à la question du mouvement d'un point sur une surface 
quelconque, et conduit dès lors à une remarque intéressante, a 
savoir que si, adoptant la méthode de Jacobi pour traiter ce 
problème, on recherche quelle forme doit avoir Texpression de 
la fonction des forces pour que la solution puisse en être obtenue 
à Taide de simples quadratures, on retrouve exactement les 
mêmes formes (73) et (85) auxquelles nous a conduits notice 
méthode, lesquelles acquièrent ainsi le caractère de conditions 
essefitielles, c*est-à-dire inhérentes à la nature même de la 
question, et non plus seulement à la méthode qui les a fournies. 

Nous allons vérifier ce fait, en distinguant, comme nous Tavons 
fait dans notre chapitre II, le cas des surfaces isothermes, et un 
second cas plus général , pour Thypothèse où la surface donnée 
ne serait pas isotherme. 

1 ^ Surfaces isothermes. — Pour le cas des surfaces isothermes, 
Texpression de la force vive 3T étant, eu égard aux valeurs (72) 
de H et K, 

2T « Hy" H- K^" « *«(?)[♦(?) — Y(^)]/' -♦- Y,(^) [y (W — * (?)]V\ 
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si Ton fait avec Jacobi 
liT w rfr w 

— = *^f)[*(f) — -rW]?' = — , — = 'r.(*)[T(*)-«(y)]*'= -, 

d*où l'on déduira, par substitution dans l'équation précédente , 

2T=-— L— F-LW- -Lmi 

♦(? ) — "rW IMr) \ f I ^«(*) V t / J' 
on aura pour déterminer la fonction caractéristique W, l'équation 



2[*(f) - 'r(*)]U(p) l f i -r,!^) U / J ~ ^ ^'' *' 



f) h-C, 



ou 



et dès lors il est clair que pour que le second membre puisse se 
décomposer, de même que le premier, en deui portions dépen- 
dant. Tune de 9 seulement, et Fautre de tp, il faudra bien que la 
fonction ^ h- G ait la forme (73) que nous lui avons assignée, 
à savoir 

(I) 5'(ç,, ^, a) ^ C « — — — . 

♦(?) — '•'W 

Avec cette forme, Téquation qui précède étant vérifiée en 
satisfaisant séparément aux deux équations, intégrables chacune 
par quadrature, 

I /W\* 1 /W\* 

_(-)=.,,,). C. _(-)=,,w.c,. 

on est conduit immédiatement à la solution complète 



W-=y y/ 2*,(,) (♦,(,) -- cjrff +y \/2T,w(Y,(*)-HC.)d*, 
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et les deux équations 

(W étant fonction implicitement de G par l'intermédiaire de $| 
et ^i) formeront un système équivalent à nos deux équations (77). 

Le fait serait manifeste, si Ton se bornait à considérer la 
première de ces deux équations seulement, laquelle reproduit 
bien littéralement notre première équation (77) ; mais il n*en 
n'est pas de même de la seconde, et pour mettre en évidence 
Téquivalence des deux systèmes, il est nécessaire d'avoir recours 
à la préparation suivante. 

L'hypothèse (I) pouvant s'écrire 

donnera, en différentiant par rapport à G, 

d^i du 

rfC rfC ^^^ ^^^' 

car les fonctions 4> et \F, introduites dans la question par les 
expressions de H et de K, ne dépendent que du système coor- 
donné, et ne contiennent évidemment pas G. Ayant donc mis cette 
dernière égalité sous la forme 

dans laquelle le premier membre ne contient que ?, pendant que 
le second ne contient que ^, on en conclura que leur valeur 
commune c est une constante. Cela posé, multipliant par cette 
même constante c la première de nos équations (77), en 
l'écrivant ainsi 
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nous y remplacerons c respectivement, sous le premier signey^ 
par sa première valeur (3), et sous le second signey*parsa 
seconde valeur (5), et nous aurons ainsi Téquation 



parfaitement équivalente à notre première équation (77), puis 
qu'elle en provient simplement par la multiplication par un 
facteur constant. 

Si donc on la substitue pour un instant à cette première équa- 
tion (77), et qu'on y ajoute la seconde, on obtiendra celle-ci, qui 
pourra elle-même être substituée dans le système (77) à la 
seconde équation, 

J <K.y *,(f)+C, ../ rfC V T,(*)+C, ^ ' 

Or, cette dernière équation pouvant être écrite ainsi 



en la divisant par ^% et faisant C"db j^=C'/, reproduit alors 

littéralement la seconde équation (2), ce qui démontre bien 
réqui valence du système (2) de Jacobi avec le système de nos 
deux équations (77). 

La préparation, que nous venons d'effecluer, n'était pas néces- 
saire à la vérité, dans le cas particulier examiné au début de cette 
note, parce qu'avec les expressions (102) des fonctions 4>, % ^|, 
>F|, relatives à ce cas, la valeur (3) de la constante c étant alors 
nulle, la dernière équation que nous venons d'obtenir se réduit 
manifestement dans ce cas à la seconde équation (77) elle-même. 

2* Surfaces fiofi isothermes. — De même, pour le second cas 
plus général, qui pourra trouver son application lorsque la sur- 
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face donnée ne sera pas isotherme, admettant dans ce cas les 
hypothèses (81), on aura 

et, en faisant comme tout à Theure 

(fr W rfT W 

— = *,(?K(^)û.î>' =— , — = «,(y)y,(^)a.4'; = — . 

d*où Ton déduira, en reportant dans Téquation précédente, 

on aura de même pour déterminer la fonction caractéristique W, 
réquation 

ou en multipliant par W^ (ij/) 4>s (f ) Q, 

et Ton voit dès lors que pour que celte équation puisse être décom- 
posée en deux comme précédemment, chacune des deux parties 
ne renfermant que l'une des variables 9 ou ij/, il est encore néces- 
saire que la fonction ^-hC ait une expression de la forme (8S), 
comme Texige notre méthode, à savoir 

Avec cette forme, Féquation qui précède étant alors vérifiée en 
satisfaisant séparément aux deux équations, intégrables chacune 
par quadrature, 
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on obtient immédiatement pour W la solution complète 



laquelle fournit pour intégrale du mouvement, d'après la règle 
de Jacobt, les deux équations 

<»> ^r^r ^-'*'=' 

Or ces deux équations, chacune individuellement, reproduisent 
exactement noa deux équations (91), 

I^e fait est évident relativement à la première ; pour le faire 
ressortir avec la même clarté à l'égard de la seconde qui précède, 
qui est en développant la dérivée ^ < 




fM V^f(t)^C, 



nous y introduirons pour un instant la différentielle auxiliaire 
du, définie par notre équation (89) qui résulte immédiatement de 
la diflerenlation de l'équation de la trajectoire, ou ce qui est la 
même chose de la première équation ct-dessus (3), el avec cette 
notation l'équation qui précède pourra' s'écrire 



rrdw— / ^-~du = t + C", 



ou en multipliant par 1^2, 



j 



\ 
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Cela fnit, si Ton remarque que notre hypi 
s'écrire 

donne, eu égard à l'observation déjà faite da 

d* dr 

___=ûT,(*)«,(,). 

Téquaiion précédente (6) deviendra, en y > 
nière expression, la suivante 



/û>r,(^)4»,{?)fiM = l^î2(f 



laquelle, en y remplaçant enfin la différenti* 
par chacune de ses deux valeurs de défin 
encore littéralement Tune et Tautre des 
seconde équation (91). 

On voit donc, en résumé, qu*au point « 
effective des calculs, il y a coïncidence pai 
spécial du mouvement d'un point sur unt 
notre méthode et celle de Jacobi, non 
nécessaire, quant à l'expression analyti 
certains cas particuliers, mais également 
quant au nombre et à l'étendue de ces ( 
le succès effectif de ces méthodes, c'est-n 
quant aux conditions imposées aux donr 
puisse s'obtenir à l'aide de simples quad' 
restreint, et si l'on n'a en vue encore 
complète et définitive des calculs néces^ 
solution, on peut donc dire que ces dt 
ment la même généralité, et peuvcn 
l'autre, sans étendre ni resserrer le c' 
calculs. 
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NOTE III 

SUB LA DÉTERMINATION EN GRANDEUR ET EN DIRECTION DU RATON DE COURBURE 

DE LA MÊME TRAJECTOIRE. 

Nous avons donné sans démonstration^ dans le Mémoire que 
l'on vient de lire, sous les numéros (80"*) et (80**") d'une part, 
et (92"*) et (92*") d'autre part, les formules propres à faire 
connaître immédiatement, à l'aide de simples différentiations de 
fonctions données, la grandeur et la direction du rayon de 
courbure de la trajectoire d'un point matériel assujetti à rester 
sur une surface donnée^ toutes les fois que l'équation de cette 
surface, ainsi que la fonction des forces, rempliront simultané- 
ment les conditions que nous avons montrées être nécessaires 
(voir la Note précédente) et suffisantes, pour que le problème 
de la détermination du mouvement puisse être ramené aux 
quadratures, conditions exprimées par nos formules (76) pour 
le cas des surfaces isothermes, et par les formules plus géné- 
rales (90), qui pourront convenir à des surfaces non isothermes. 

Il nous reste, pour achever complètement notre tâche, à 
montrer rapidement, en distinguant encore les deux mêmes cas, 
comment les méthodes développées dans notre paragraphe pre- 
mier conduisent tout naturellement aux formules, que nous 
venons de rappeler en premier lieu. 

1" Surfaces isothermes, — En ayant égard aux valeurs (76) de 
H et K, admises comme hypothèses, l'expression (48) de la 
valeur de ds^ tant de fois rappelée, étant alors 

ds' = Hd^' ^ Krf^« = [*{f) - ^W][*,{f)d',' - T,(^)rf^«], 

ou en tenant compte de la dernière équation (75^"), 

XI. 7 
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pourra par suite être écrite, en y remplaçant la différentielle du 
successivement par chacune de ses deux valeurs de définition 
(75), sous Tune ou Tautre des deux formes 

*i -*- Kji Hr^ -¥• Li 

d'où Ton conclura, en divisant par (^^ — \F|) d«*, et ayant 
égard de nouveau aux expressions (76) de H et K, 



♦l Vi 4»! -♦- C| Y| -♦- C| * 

et par suite successivement 

. *i -♦- C, „ „ — (vi -♦- C,) Y, -♦- C, 

4»! Y| *! Y| Y| *! 

4»| -♦-Cl H^4 -♦- Cl 

(2) (Hfr = HV«=H-! !., (Kn' = K«f' = KJ-— i. 

4>j — Y| Y| — 4», 

Des deux premières de ces expressions, on conclura d'une 
part 

(5) 5,'.^V-=g-.H,"-HH.Kf. 

f f n f h. f 

i [lu IK 1 

♦« — '«'«Li' f J 

et en différentiant le troisième par rapport à s, on aura d'autre 
part 

= -;j:^Jh*;p' i ♦.-▼.-{♦,+c.) } +(«,+c.) j (♦.-tob'+ht',*' j 1 
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d'où Ion déduira, en divisant par W(p\ 

et par suite, en retranchant de cette dernière expression la 
précédente (3) multipliée par ^, et réduisant, 

{ 'p ) J 

et enfin, en multipliant les deux membres par H"*, la valeur 
de Texpression ainsi obtenue pourra s'écrire : 

-^rd.H»' 1/H ,, K Al \ r -1 ^ ( , IK) 1 

— A l /H) 1 1 

Or, si Ton se reporte, soit aux équations (29) dans lesquelles 
on aura fait tsr £= tsr^ a» const, soit aux équations (35), le premier 
membre de cette dernière équation n'est autre chose que Texpres- 
sion de la première composante U de la courbure de la trajec- 
toire. On aura donc l'expression cherchée de cette composante 
U, en fonction des coordonnées cp et ^ seulement, en remettant 
dans le second membre, à la place de H«7' et K«^', leurs valeurs 
tirées des expressions ci-dessus (1), valeurs dans lesquelles 
nous conviendrons d'entendre, pour simplifier les écritures^ que 
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chaque radical emporte avec lui son signe, qui sera en chaque 
point de la trajectoire, pour H<(p' celui qui convient à la différen- 
tielle d(ff et pour K*^' celui qui appartient à la différentielle 
d^, en celte position du mobile dans son mouvement. Avec 
cette convention, on arrivera donc ainsi à la valeur 



i 

U = 



/*!-♦-€, 



*t— Tj 



(*.-M^.y 



^n-'^l^i.^^c.)^^^^^^^ 



K-î,..«|.,.<..-.,f5jv/^^>j, 



c'est-à-dire simplement, en réduisant 



-^ K"' j V, -♦- (*, — T.) — 1 1/*4 -4- C, ]. 
( ^ ) J 



L'expression de cette première composante U étant ainsi 
obtenue, pour avoir la seconde il sufiSra d'observer, d'après les 
c(|uations (35), que celle-ci doit se déduire de la première en y 
permutant simplement H et K, 9 et ^, et 9' et ^', changement 
qui, étant opéré sur les premiers membres des égalités (1) et(2), 
d'où nous avons tiré exclusivement la valeur de U qui précède, 
correspond à permuter seulement dans le second membre H et 
K, et $1 et W| ; d'où il suit que l'on obtiendra la valeur deman- 
dée de la seconde composante V, en effectuant sur cette dernière 
expression de U le changement que nous venons de dire, lequel 
n'affectera pas autrement le facteur entre crochets de cette 
expression, sinon qu'il se trouvera multiplié par le facteur 

V/ 1, que l'on pourra dès lors faire sortir des crochets, et faire 

passer sous le radical qui multiplie cette parenthèse, lequel se 
changera alors en l/4>t + €«. En opérant donc ainsi, il est clair 



(4) 
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que l'on obtiendra pour déterminer les deux premières compo-. 
santesy les égalités 

U _ V 

Quant à la troisième composante W, si Ton suppose la surface 
donnée rattachée à un système triple orthogonal pour une valeur 
particulière m^ du paramètre m^ et qu'on veuille en conséquence 
faire usage de la troisième formule (29), en y faisant tir = cjo et 
m' = 0, celle dernière formule étant rapprochée de Tégalité ci- 
dessus (3) dans laquelle on aura changé ^ en m (sans toucher à 
(f' ni à ^% donnera de suite la valeur 

<" — 1-;^,[(t)<-'^-('7)<-«]. 

en désignant par Jo (^) cl f~)^ ce que deviennent respec- 
tivement les quantités J, ^ , et — supposées calculées pour le 
système orthogonal, après que Ion y a fait w = mQ. 

Si au contraire on ne suppose pas la surface donnée astreinte 
à cette condition, la formule (46) donnera immédiatement, en y 
substituant les valeurs (1), 



(6) 



w = 5^[>*-^0"^(^.-c.)]. 



les expressions des rayons de courbure principaux R' et R" de la 
surface donnée étant celles qui résultent des formules (47). 

Les formules que nous venons d'obtenir, sont celles que nous 
indiquons sans démonstration sous les numéros (80'''') et (SO*") 
dans notre paragraphe II, et que nous nous proposions d'établir 
dans cet Appendice. Nous avons déjà fait remarquer que, lorsqu'on 
y suppose la fonction des forces égale à une constante, elles 
reproduisaient bien, ainsi que cela est nécessaire, les détermina- 
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. tions relatives au rayon de courbure de la ligne géodésique de 
la surface donnée, rayon dont nous avons donné Texpression 
générale dans notre paragraphe III pour toutes les surfaces 
isothermes (voir les formules (138) et (139), page 127). 

2^ Surfaces non isothermes, — Le calcul des expressions des 
mêmes composantes de la courbure ne différera dans ce cas de 
celui que nous venons de présenter que par le mode de déter- 
mination des dérivées 9' et ij/' en fonction de 9 et vp, pour la 
irajectoire considérée^ calcul que nous effectuerons alors de la 
façon suivante. 

L*équa(ion des forces vives pouvant s'écrire dans ce cas, en 
tenant compte de Texpression (90) de la fonction des forces 
^ H- G admise comme hypothèse, 

d*oij, en extrayant les racines^ 






*(?)— ^'(1) 



on aura, en différentiant par rapport à s successivement la 
deuxième et la troisième des équations (91), 

ou, ce qui est équivalent. 



▼♦-♦-Cl ^Y-t-C| ▼^'ï» "¥ 



d'où Ton tirera, en simplifiant, 






{7)( 
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ou, ce qui est la même chose, en se reportant aux valeurs (90) 
de H et K, qui constituent les hypothèses relatives à ce cas, 

valeurs qui donneront, comme tout à Theure, 

, ♦-♦-€, . Y -H C, — - (v -+- C,) 

* -♦- C, . Y -♦- c, 
(H/)' = H î, (Kf )« = K ! . 

Or, ces expressions ne diffèrent de celles (1) et (2), que nous 
avons trouvées pour le cas des surfaces isothermes, et sur les- 
quelles nous avons basé exclusivement le calcul des formules 
précédentes relatives à ce cas, que par le changement de $| et W^ 
en 9 et W. On obtiendra donc le résultat demandé en effectuant 
simplement le même changement dans ces formules (4), (5), 
et (6), ce qui donnera bien nos formules (92"*) et (92*"), que 
nous allons récrire ici pour la plus grande facilité du lecteur, 
en vue de les appliquer tout à Theure également à un exemple, 
savoir 

\/=(;^;:cô \/ï^ 2(*>YrL \ ^ ?) ^ 

lu . -^ 



et 



) 



— L-^[a<— a--']- 



(8) / ou bien 

suivant que Ton supposera ou non Texistence d*un système 
orthogonal. 
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Conformément à Tusage constant que nous avons adopté dans 
tout le cours de ce travail , nous allons présenter en terminant 
quelques exemples d'application de ces formules, en reprenant 
à cet effet les trois principaux exemples de mouvement que nous 
avons traités dans notre chapitre II. 

I*" Ellipsoïde. — En premier lieu pour le mouvement d'un 
point sur un ellipsoïde, étudié pages 68-77, en se reportant à nos 
formules (106^**), que nous allons récrire, en y remettant X et /m 
à la place de cp et v/;, à Taide des quantités A et M, qui figurent 
dans les intégrales définitives du mouvement (106^), savoir 






1 



v,^-C, = — 2fc{A*— Ao)+w; 2A(A*--A*u)+v;j— i/M1=t^ 



et, d'autre part, aux expressions (1 02) de 4>f et W^ qui donne- 
ront de la même façon, en tenant compte de la valeur (104^'') du 
coefficient (AD h- C), 



♦,= Aa'h- |-(mî -♦- vl) — k(Xo -*- A«o) [ >, 



Y,= !>*-+- U (t/J -4- 17?) - A(Ao -^ A*o)| A*. 



i i 

1 1 

1 z 

*, _ M , = A(X* — A*') H- -(l/î + VÎ)- t(Xo ^ iLL,)Ux — fl) 



— i05 — 221. 

et enfin aux expressions (98) de H, K et J, qui donnent, en y 
faisant toujours les mêmes changements : 






(9) 

/H 






w m —i mm —t 



i» /* A — fi CT y X — V 



et, par suite, en permutant à la fois X et /x, et H et K, 

/iAx fK /K — I 1 /K /K — I 

(iO) — = — 



on en conclura sans peine en premier lieu 

? 2 

1 1 

— (X — f*) [t (A — >o -^ f* — uo) -^ r (t*î -^ VS] — J- 

puis, en partant de ce résultat, 

H""*j*;+(T.-*o-j ^- K - c,) 



ou, en supposant encore, pour plus de simplicité, la constante v 
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égale à zéro, ainsi que nous le faisons dans nos formules (106^'), 



(11) H «L;-*.(T,-*,)— II/— (M^H.C,)=V/t(^-A)\/^M. 

( f) ^ X 

On obtiendrait exactement de même, en permutant X et p, 



K «JM^;H^(*.-.M^)iïïji/-(<i».-hCO=i/I(r=^ 



ou en multipliant ensuite par ^ — 1 , 



f 

et Ton en conclura dès lors, en ajoutant à la valeur précé- 
dente (H), 



et, par conséquent, les formules (4) donneront pour les deux 
composantes U et V, en y substituant cette dernière expression, 
ainsi que celles (106"') de (<l>^ •+- C,) et (Y^ -^ C,), 



îVjtâVjfc L ^ J 

et de même les expressions qui précèdent (9) et (10) devenant, 
quand on y introduit Thypothèse v <>» 0, 



'^'-vf-^. a-^' a 
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la formule ci-dessus (5) donnera, pour la troisième compo- 
sante W : 



abc 
W=- 



1/1 ^ \ 

7T AH--M 



On aura donc définitivement, pour expression des trois com- 
posantes de la courbure de la trajectoire représentée par la 
première équation (1 06*"), 



U 



v = 






r: TJ 

[fjL — x)« [2A:(i — io -^ p — /-«)-*- wî -+- uî] 
a6c |*A — iM 



(i — /t4)[2l'(A— Xo ^ A* — A^) H- li» -f- rJl (Xa*)* 



ainsi que nous Pavons déjà fait connaître, sans les calculs qui y 
conduisent, à la page 75 du Mémoire. 

Si l'on fait attention que le coefficient a est de degré par 
rapport aux longueurs, ^ et /x de degré % et par suite A et M de 
degré 4, et fQ) et f{y) de degré 6, on s'assure sans peine que 
ces trois expressions sont bien, comme cela doit être, homogènes 
et de degré — 1, les deux premières se déduisant d'ailleurs l'une 
de Tautre par simple permutation des coordonnées X et fx. 

Il est facile de voir, en outre, que ces résultats concordent 
bien, lorsqu'on y suppose A: «=s 0, avec ceux que nous avons 
donnés dans notre paragraphe III (page 176), pour le rayon de 
courbure de la ligne géodésique de fellipsoîde, en attribuant 
alors à la constante C, qui figure dans cette dernière formule 
(305), la valeur 



C=- 



i/J -♦- rj 



Sâi. 
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(12) 



IP Paraboloîdes. — Pour ce second exemple, en nous plaçant, 
pour fixer les idées, comme nous le faisons dans nos formules 
(121), dans rhypothèse du paraboloide elliptique, nous aurons 
par les formules (120^'') et (118*'^), en faisant encore dans les 
premières cp = i, ^ = p, et w = v = 0, 
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1) 



k(k—fi) 



4(p+x){9-*-x) 
/H_/H_ —1 



\4 






d*où nous conclurons en premier lieu 

f 2 2 i — /t« 

1 i 

puis, partant de là et des mêmes valeurs qui précèdent, 

i 



la seconde expression se déduisant évidemment de la première 
par la simple permutation de X et jx, de même que les deux 
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colonnes d'expressions du tableau ci-dessus (12), d*où nous 
avons tiré exclusivement la première de ces expressions. Or, la 
seconde, qui étant multipliée par V^ — 1, devient 



donnera, étant additionnée sous cette seconde forme avec la 
première, 



Et, par suite, en substituant dans la formule (4), et tenant compte 
également des autres valeurs fournies par le tableau (12), on 
aura pour en déterminer les deux premières composantes U et V 



U 



*^— 4ffUo — f*j(f*o — /*) ^^4^(>o — >)(/*o— >•) 



9. 2. 



y py ^-^ V 7(P-^%-^^)(>o-/*)(."o- A*) + y -(p-^A*)(9+M)(Ao-A)(yt£o-A) 



a.i^rV— ^)*0 — ^0 + A*— A^)' 



ou définitivement, en multipliant ces trois égalités par ^ ig{}f- — ^)^, 
et supprimant les facteurs communs haut et bas du dernier 
rapport, 

U V 



(«^) \ 



V -(P + ^Xî-^^X^o— A^Xa'o— A*) -+- V/-(p-^A*X?-^A*X^>— >Xa^— ^) 



A^ 
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les deux composantes U et V se déduisant bien encore l'une de 
Tautre, comme cela devait être a priori, par simple permutation 
des coordonnées lelfi (')• 

On obtiendra semblablement Texpression de la troisième 
composante W, dont la forme doit être, au contraire» indivi- 
duelle, en joignant aux valeurs du tableau (12) celles-ci, qui 
résultent encore des expressions (118"*) 

/H IJ^ _ Zll <K_ <K_ -i 

et y introduisant ensuite, ainsi qjie dans Texpression connexe de 
J rhypothèse V «= 0, ce qui donnera les valeurs relatives à la 
surface donnée, savoir 

(t).-(t).-^ (T)r(?)r4- '-'-Vg^ 

de sorte, qu'en substituant alors dans la formule (5), on aura 
pour cette dernière composante W 

OU définitivement, en simplifiant, 

V 7^f7(^»-i)(f*o->)--(Ao-M)(A^-p)] 
(A — a)()o— >H-A^ — ^) 



(*) Pour Térificr rhomogénéité de cette formule, ainsi que celle de la saifaote qui 
fournit l'expression de W, il faut se rappeler, qu'ayant changé ;, |ji, y, a*, b* respective- 
ment en c2, c}L, cv, cp, cq, pour passer du système des coordonnées elliptiques au 
coordonnées parabololdales, X, {^, i' sont actuellement d'ordre linéaire, ainsi que p et q^ 
et non plus de degré % comme dans l'exemple précédent. 
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Les formules que nous venons d obtenir (13) et (14), de 
même que le calcul qui nous les a fournies, ont rapport, littéra- 
lementf seulement au cas du parabololde elliptique (quel que 
soit d'ailleurs le sens de la pesanteur, c'est-à-dire le signe de la 
constante g dans les équations du mouvement (121)); mais elles 
s'appliqueront exactement de même au cas du paraboloîde hyper- 
bolique, à la seule condition d'y remplacer partout la coordonnée 
p par la coordonnée v, en supposant alors fx = const = 0. 

Enfin, dans le premier cas, bien que ces formules subsistent 
identiquement, quel que soit le sens de la pesanteur ou le signe 
de 9, elles ne fournissent néanmoins en réalité pour aucun point 
de résultats communs aux deux hypothèses relatives à ce sens 
vu les limites absolument différentes entre lesquelles les coor- 
données X et p sont astreintes à varier dans les deux cas. 

III® Cône du second ordre. Mouvement d'un poinl attiré par 
le sommet, en raison inverse du carré de la distance. — Enfin, 
comme exemple d'application de nos formules (7) et (8), pour le 
cas plus général pouvant comprendre des surfaces non isothermes, 
reprenons également en dernier lieu l'exemple que nous traitons 
dans notre chapitre II, comme application de ce type de calcul, 
et dans lequel la surface donnée est un cône du second ordre, 
mais en nous bornant pour plus de facilité, ainsi que nous le 
faisons en terminant cet exemple, à supposer une seule force 
d'attraction, émanant du sommet, et attirant le mobile en raison 
inverse du carré de la distance. 

Dans ce cas simple, l'hypothèse ii := ou A:' <=a 0, entraî- 
nant tout d'abord, par la valeur (110''") de la fonction W, 
ip Q^^ _. Oy donnera par suite, étant introduite dans les formules 
(H2),(112'"), (111),ei(H3"'), 

i k \ 

C = - (vl 4- vî)— -, C. = - - vlfl G = DC, , 

( 1 5) < G - C,cV = DC, - C.cV = C.(D - c^) , 
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d'où nous déduirons, en récrivant encore dans ces dernières 
valeurs, r et ^ à la place de f et 4^» 

C,-+-*ro+Cr; = —vlrl-t-kn-^ H«ô-*-vî) m = — g^W» 






l/-C.F(^)=/ V^-i-d>=/ 



et, dès lors, la trajectoire, qui sera toujours exclusivement repré- 
sentée par réquation (114), vu la valeur toujours négative de Cf 
qui précède, deviendra pour ce cas simple 

fo \ f , k \ . Wo . 

(i7) -" = — - ^ M cosûzb — sma, 

r vjro \ vjro/ Vo 

en désignant, pour abréger, par û l'intégrale elliptique 

(\S) û = - / - > 

"^J^^ l/— A(a' H-. x)(6* + A){c« -♦- A) 

dont nous rappellerons tout à l'heure la signification déjà 
rencontrée. 

Cela posé, nos formules ci-dessus (7) et (8), (ou (92****) et (OS**)) 
fourniront, presque sans calculs, les expressions des composantes 
de la courbure en un point quelconque de cette trajectoire, en 
remarquant, d'une part, que Thypothèse k' = ou, ce qui est la 
même chose, ^J" (ip) = donne, par les expressions (HO'**') et la 
valeur ci-dessus (i5) de C|, 

t ^ C, = if + Cy* -^C, = -[2?(* H- Cf) — vlfi], 



et, d'autre part, que les valeurs (lOS") de H, K, J, donneront 
de même en premier lieu (vu la définition (96) de la fonction f) 



\i rm I ' li rwi 

puis de là, par la difiërentialion, 

——0 — — ? — 1 ^«N _1 

^ o Tf on — f \ V It * 

On conclura donc immédiatement de ces dcrnièi^s valeurs 
et des précédentes (19) 



' -t- (* — s)— a^* -*- c,=o, 



H '»■ + (»— «)—l/_(»-tC,l 



Vs' 



et, par suite, on aura, en subsiiiuanl ces dernières expressions 
dans les formules (7) et (8), 



Vi 



-l/2,(*-^c,)-i,î,; 



tiabct\ s" 



r-, S(*J*C,')' 



2 ,)ï 'r * Cf' 



r" 
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d*où finalement» en récrivant r et X à la place de 9 et ^, pour 
Uf V| Wy les trois expressions 



i kvlrl .^ ikvo vo^^r (k -♦- Cr) — v*rî 



^ *" 7 -t/i. . r..\«' a' 



'^M 



4r'(t4-Cr)«' 4 r«(A:-*-Cr) 

i abcvlri 



2 r*(A;+(:r)A^ 

Si Ton fait attention que, dans ce dernier exemple» la coor- 
donnée r est de degré 1 par rapport aux longueurs, la coor- 
donnée X de degré 2, la constante Ar par définition de degré 3» et, 
par suite, la constante C aussi de degré 2, on s*assurera de nou- 
vtmu très rapidement que pour chacune de ces trois composantes, 1 

Ici numérateur étant de degré 7 et le dénominateur de degré 8, 1 

ohoeune esl encore, comme cela doit être, de degré — 1 par rap- [ 

port aux longueurs. | 

Kn réduisant ces trois expressions au même dénominateur, ' 

o^eat-6-dire en les récrivant ainsi 1 



--kvlrlx* — kv^rpi* V^2r (k ■* ■ Cr) — v^rl 

U - - - ) V^ 



s 



4r*(k -4- Cr)')î 4r»(k -+- Cr)*Aî 

2a6ct7Îrî(A:-+-Cr) 



4r*(i^Cr)'iï 

puis les élevant au carré et ajoutant, on obtiendra par suite pour 
la oarré de la grandeur de la courbure 

t't ^M I t);r!!-^2r(fc-4-Cr) - vjrl [ A» -i-4Q^6Vviri(t -1- Cr)' 
"" 4V*(t -*- Cr)*A* 

^vlr\(k -♦- Cr) [tVx» h- 2a*6Vrîrî(fc -^ Cr)] 



4n» 



2*r*(* -f- Cr)*A' 



— an — 23^ 

d*oà, par suite, en extrayant les racines, pour le rayon de cour- 
bure lui-même 

2«r*(A -^ Cr)« A7 



i?oro V/iV>*4-2a*6Vv;r;(ifc^ Cr) 

formule dans laquelle C représente pour abréger la valeur 
ci-dessus C = 4 (ttj -t- vj) — *^» et qui concordera bien encore, en 
tenant compte de celte valeur, lorsqu^on y fera A = 0, avec 
l'expression que nous avons donnée dans notre chapitre III 
(page 179, in medio) pour le rayon de courbure de la ligne géo- 
désique de la même surface, en attribuant à Tautre constante C, 

qui figure dans cette dernière formule, la valeur C = ^ ^1 -+- ^« 



Puisque Tobjet de cette dernière note a ramené de nouveau 
notre attention sur le problème du mouvement d*un point 
astreint à rester sur un cône, et attiré par le sommet en raison 
inverse du carré de la distance, nous n'abandonnerons pas ceUe 
question simple et intéressante, sans avoir présenté une discus- 
sion facile des résultats obtenus par notre méthode, d*où ressor- 
tira comme conclusion une notion exacte et complète du mouve- 
ment considéré (*). 

Pour conduire à bien cette discussion, nous n'aurions qu'à 
reprendre, en les calquant pour ainsi dire, la série des considéra- 
tions et des raisonnements qui nous ont déjà servi pour l'exemple 
relatif au paraboloîde, mais comme la variable auxiliaire u, 
définie par notre équation (89), sur laquelle reposerait ainsi 
toute cette discussion, est susceptible dans le problème actuel 
d'une interprétation simple et remarquable, nous pensons que 



(*} Cette discassion, à la Yérité, eût dû venir plus logiquement peut-être dans notre 
chapitre II, immédiatement à la suite des formules intégrales dont elle est tirée, ainsi 
que nous l'aTons fait pour l'exemple de mouvement relatif au paraboloîde. Mais nous 
avons craint, en agissant ainsi, d'allonger outre mesure ce chapitre II déjà passablement 
étendu, et nous avons préféré laisser au lecteur la liberté de venir chercher cette discus- 
sion dans une simple note tout à la fin de notre travail, si la question lui parait offrir 
suffisamment d'intérêt. 
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la théorie qui nous reste à développer offrira à Tesprit une forme 
concrète, plps nette et plus satisfaisante, en la basant de prime 
abord sur la signification géométrique de la variable auxiliaire 
dont nous aurons à faire usage. 

Dans ce but, Péquation ci-dessus (17), que nous venons 
d'obtenir pour la trajectoire dans ce problème restreint, fait 
ressortir immédiatement une propriété simple de cette trajec- 
toire, qui permet à Tesprit de s'en faire une idée très nette, et 
d*en conclure ensuite toutes les principales circonstances du 
mouvement. 

Si Ton considère dans cette équation la quantité Q comme 
une variable auxiliaire définie par Téquation (18), cette dernière 
équation, étant différentiée, donnera, eu égard aux valeurs (109) 
de H et K sur la surface donnée. 



et comme l'on aura dès lors, pour l'élément ds de cette trajec- 
toire, à cause de H = 1, 



rfs* = rfr» -f- Kdx\ Kdx* = ds^ — dr\ da = 



on apercevra de suite que la différentielle dû représente exacte- 
ment Tangle compris sur la surface du cône entre deux géné- 
ratrices infiniment voisines, lequel n*est pas altéré par le 
développement de la surface sur un plan; car si OM et OM' 
sont les deux génératrices correspondant aux deux extrémités de 
réiément MM' de la trajectoire, et que Ton décrive du sommet O 
comme centre Tare de cercle infiniment petit MN, lequel peut 
être assimilé à une perpendiculaire à OM', la considération du 
triangle rectangle infinitésimal MNM' donnera pour mesure de 
Tangle au sommet dû (voir fig. 9, ci-après) 



_ MN _ l/ds* — dr' 



— \i7 — 
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On voit donc par là, que d«ns toute étendue moindre que ûj 
(ou au plus égale à ûj), en désignant par û, Tangle formé par 

le développement de la surface 
entière d'une nappe du cône sur 
un plan, cette variable Q repré- 
sentera dans le cas actuel Tangle 
compris dans le même dévelop- 
pement, entre une génératrice fixe 
prise pour origine, et la généra- 
trice correspondant au point con- 
sidéré de la trajectoire. Mais, si 
tout en profitant de cette inter- 
prétation restreinte, on veut faire 
usage de la variable Q comme 
variable indépendante, et par suite 
lui maintenir obligatoirement le 
caractère de variable essentielle- 
ment illimitée, il faudra alors ima- 
giner que Ton ait d*abord enroulé, 
à la fois dans les deux sens, sur la surface du cône donné reten- 
due indéfinie d*un plan, en commençant par faire coïncider une 
droite tracée dans ce plan, avec une génératrice choisie arbitrai- 
rement sur le cône, droite et génératrice à partir desquelles on 
comptera sur le plan et sur la surface Tangle û comme une coor- 
donnée polaire, positivement dans un sens et négativement dans 
Tautre jusqu*à Tinfini, et considérer dès lors ce même plan 
comme équivalent au développement de la surface du cône en- 
gendrée par l'opération que nous venons de dire (ou comme résul- 
tant de l'opération inverse), par suite de laquelle à chaque généra- 
trice de la surface, caractérisée par une certaine valeur de la coor- 
donnée Tiy correspondra une infinité de valeurs de la variable Q 
tant positives que négatives, différant toutes entre elles d'un 
multiple exact de l'angle Qzy ^^^^ ^^^^ indiquerons un peu plus 
loin la valeur. 




(Fig.9.) 
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Or, si Ton fait pour un instant 



(21) 



E==-l/(r-A)'-*.B'=\/ i^ 



i —A d=B 

GOSHi =3 — * sinû, = 



1/(1 — A)» H- B» 1/(1 -- A)' -+- B» 

réquation de la trajectoire (17), qui devient ainsi tout d'abord 



'0 

r 


= A 


-*- 


(i- 


- A)cosû 


-t- B sin n , 




r 







r,, 
A 






1 -♦- 


Ecos(Q — 


. 1 
•û,) 



pourra s'écrire 



(22) 



et la même équation représentera en même temps (vu Tinvaria- 
bilité, dans le développement de la surface sur le plan précité, des 
éléments qui y figurent) la transformée de la trajectoire dans ce 
même développement, entendu dans le sens extensif que nous 
venons d'indiquer tout à l'heure. On voit ainsi que cette nouvelle 
ligne sera dans tous les cas une section conique, ayant le sommet 
du cône pour l'un de ses foyers, et que ce sera une ellipse, une 
hyperbole, ou une parabole, suivant que l'on aura E ^ ou = 1, 
ou ce quf est la même chose, suivant que l'état initial donnera 



(23) i+B« -2A«l-h 






Et dès lors on se représentera très aisément la trajectoire elle- 
même, en supposant d'abord cette conique tracée sur un plan, 
dont on considérera l'étendue comme formée par la juxtaposition 
tout autour du pôle d'un nombre infini d'angles égaux à ûj, 
lesquels viendront tous successivement se superposer sur la 
surface du cône, lorsque Ton imaginera ensuite ce même plan 
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enroulé» de la manière que nous avons dir^ sur la surface de celle 
des deux nappes qui contient la position initiale du mobile. 

Il sera facile, en partant de là, de distinguer nettement pour 
chaque cas la physionomie exacte du mouvement. 

1** Si l'on suppose d'abord C < 0, ou * > i (u^^ -h «•*) r., la 
transformée de la trajectoire étant alors une ellipse, par suite de 
la valeur (23), la coordonnée r du mobile sera constamment 
renfermée entre les deux limites r^ et r^, représentant les rayons 
vecteurs minimum et maximum de cette ellipse, savoir 




A To vlrl 



l ^—E A — I/(I-A)« + B« Jt_V/(rX-A:)'-^ti;t;;r; 



et qui sont en même temps, ainsi qu'il est facile de s'en 
convaincre, en se reportant aux valeurs (15) des constantes C et 
C|, les deux racines de l'équation Cr* -+- Ar -+- C| = 0. 

Le point mobile décrira d'ailleurs cette trajectoire toujours 
dans le même sens à partir de la position initiale^ car Téquation 
des forces vives donnera dans le cas actuel, eu égard à l'expres- 
sion (109*^') de la fonction des forces ^ dans laquelle on aura 
introduit l'hypothèse k^ = 0, pour la valeur du demi-carré de la 
vitesse 



(25) 



iv«==- + C==i(i^Cr)=î^[---C,-+-(C, + fcr^Cr«)l 



expression dont les deux termes — C^ et (C| -4- Ar -+- Cr*) sont 
tous deux positifs (attendu que r reste compris constamment, 
avons nous dit, entre les deux racines r^ et r,, C étant négatif 
d'ailleurs par hypothèse), et qui ne peut par suite s'annuler, 
le premier de ces deux termes étant une constante : d'où il suit 
que le point mobile ne pourra rétrograder en aucun point de sa 
trajectoire. 
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En second lieu, Tare qu*il décrira ainsi, toujours dans le même 
sens, sur cette trajectoire croîtra au delà de toute limite avec le 
temps, car la même équation devenant, en remplaçant V par 
^9 et extrayant les racines, 



donnera ensuite en intégrant, et convenant de compter Tare à 
partir de la position initiale, 



intégrale qui pourra se calculer effectivement, après que Ton y 
aura remplacé sous le signe y* la coordonnée r par sa valeur en 
fonction de «, tirée de Téquation s =/ (r) que Ton obtiendrait 
par les procédés ordinaires pour expression de Tare de la courbe 
(17) ou (22), mais qui, sans même qu'il soit besoin de supposer 
cette opération çffectuée, offre à Tesprit un sens parfaitement net 
qui entraine immédiatement la conclusion suivante : à savoir que la 
valeur de cette intégrale, devant ainsi de toute nécessité devenir 
infinie pour ^= oo, ne pourra Tètre qu*à la condition que la 
limite supérieure s soit alors elle-même infinie, attendu que, r 
restant constamment compris entre les limites toutes dçux posi- 
tives Ti et r2, rélément de cette intégrale, même pour t infini, 
reste lui toujours fini. 

Enfin il suit immédiatement de là que la variable û elle-même, 
considérée comme coordonnée du point mobile, c'est-à-dire alors 
précisément Tangle polaire correspondant à Tare s que nous 
venons d'envisager, variera également toujours dans le même 
sens, et croîtra aussi avec le temps au delà de toute limite ; et 
par suite, en revenant à sa signification première relativement à 
la surface du cône, on voit que le point mobile tournera constam- 
ment dans le même sens autour de Taxe de figure de la surface, 
et qu'il fera un nombre infini de tours par rapport à cet axe, 
dans la durée infinie du mouvement. 



(26) 
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De l'ensemble de ces conditions résulte dès lors, en général, 
exactement comme pour l'exemple relatif au paraboloîde, le 
caractère de la périodicité pour le mouvement, dans cette première 
hypothèse ; car si (exceptant seulement le cas où ûj et in 
seraient deux angles incommensurables entre eux) Ton appelle 
m et nies deux nombres entiers les plus simples, tels que Ton ait 

Û2 m 

—- = — ou nû, = 2nur, 

2ff n -^ î 

la valeur exacte de Tangie Q^ s'obtenant d'ailleurs, en faisant 
parcourir à la coordonnée ^, dans l'expression (18) de û, succes- 
sivement toutes les valeurs qui correspondent à tous les points 
de la surface, c'est-à-dire étant fournie par l'intégrale elliptique 

n,=- / • -*- - / zi=z=zz=i=i 

•-*• xdx 



L l/-.A(aVi)(6'^A)(c' 



lorsque le point mobile, après avoir effectué n tours entiers 
autour de Taxe du cône, se trouvera de nouveau sur la même 
génératrice, caractérisée par la même valeur de la coordonnée \ 
il est clair que son autre coordonnée r, exprimée par l'équation 
(17) ou (22), reprendra elle aussi la même valeur, car l'angle 
û se sera alors accru de nUj ^= ^^^ ; ^^ P^r suite le mobile se 
retrouvera ^de nouveau au même point, quelle que soit d'ailleurs 
cette position arbitrairement choisie sur la trajectoire. 

Le mouvement sera donc périodique dans ce cas, et la durée 
T de la période (correspondant dès lors à m révolutions complètes 
sur la transformée (22), que l'on peut évaluer chacune indiffé- 
remment à partir d'une position quelconque, selon la plus grande 
facilité qu'on y trouvera), en l'estimant à partir de la position 
correspondant au rayon vecteur minimum r^, et tenant compte 
du changement de signe de dr à chaque limite, sera fournie 
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évidemment par la seconde équation intégrale (111*''*) sous la 
forme 

^y/^- r /"'* rdr r^"^ rdr 1 _ /^'« rdr 






itr+O» 



c*est-à-dire, en divisant par 1^2, et ayant égard à la dernière 
formule de quadrature (113), 

=fcT = ^ Uyc, -+- *r, -^ Crî — |/C, -^ /tr, -4- Crj) 

/ 2Cr, -^* 2Cr, -4-fc\"l 

— (arccos — arccos — - ) 1. 

-CV !/*•— 4CC, l/*»— 4CC,/ J 



2Cl/— C\ !/*•— 4CC, 

Or les deux racines de Téquation Gr^ -4- &r + G^ =» 0, étâni 
en vertu des valeurs (15) de G et G|, données par la formule 



— A±:\/A*— 4CC, — 2C, «Jr» 



sont précisément, ainsi que nous Pavons déjà énoncé, les valeurs 
(24) des rayons vecteurs limites ri et rj, d*où il suit que Ton a 

C, H- fcr, -♦ Crî-=0, C, ^ fcr, -^ Crî==0, 

2Cr, -4- Jk= -I- l/fc*_CC,, 2Cr, -♦- * = — ^^fc•— 4CC,, 

2Cr,H-fc 2Cr,-+-t ^ ,^ 

arccos — ■«=» arccos 1=0^ arccos — a=:arccos( — l)^»*-, 

i/jfc*— 4CC. V^ife*— 4CC, 

et, par suite, la valeur que nous venons d'obtenir pour la durée 
de la période T se réduira simplement, eu égard à Texpression 
(!»)deC, à 

T «r « -= 2tiiirt f 2fc — (tij -H vî)r,] « . 

Cl/— 2C (— 2C)ï 
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Dans celle première hypothèse de C < 0, on pourra donc, en 
résumé, dépeindre la physionomie exacte du mouvemenl en 
disant que : 

« La trajectoire est la courbe fermée ^ engendrée par l'enrou- 
lement sur la surface du carie (entendu comme nous l'avons 
expliqué) du plan d'une ellipse dont le sommet du cône serait un 
des foyers, trajectoire que le mobile décrit toujours dans le même 
sens à partir de la positioti initiale ; en outre, le mouvement est 
révolutifpar rapport à l'axe de figure du cane, et, de plus, pério- 
dique, la durée de période étant celle que nous venons d'indiquer. » 

^ Dans les deux autres hypothèses de C > 0, ou G = 0, 
c'est-à-dire A < i (t«î h- t^)ro, la transformée de la trajectoire 
(32) sera alors une hyperbole, ou une parabole, eu égard à la 
valeur (23), c'est-à-dire une courbe à branche infinie et ouverte, 
et le mobile décrira sa trajectoire, qu'on peut considérer de 
nouveau comme engendrée par Tenroulement de cette dernière 
ligne sur la surface du cône, encore toujours dans le même sens 
à partir de la position initiale, car la première expression (25) 
de i V* ne pourra encore s*annuler, C étant positif: d'où il suit, 
comme tout à Theure, que le mouvement sera encore révolutif 
par rapport à Taxe de figure du cône. 

Il en résultera de nouveau, comme conséquence immédiate, 
que la variable Û, considérée comme coordonnée du point 
mobile, c'est-à-dire alors par définition l'angle compté de 
à + 00 sur la surface du cône à partir de la génératrice 
iniiiale, dans le sens même du mouvement, ou, ce qui revient au 
même, sur le plan l'angle polaire correspondant à l'arc s de la 
courbe (22), variera comme cet arc toujours dans le même sens ; 
mais, contrairement à ce qui avait lieu dans le cas précédent, il 
ne grandira plus indéfiniment avec lui, et tendra dans l'hypo- 
thèse actuelle vers une limite déterminée, qui sera évidemment 
Qf + ff dans le cas de la parabole, ou Û3 dans le cas de l'hyper- 
bole, Û5 étant la valeur de l'angle polaire qui correspond à la 
direction de l'asymptote relative à la branche sur laquelle le 
point s*en va à l'infini, valeur qui est, par conséquent, celle qui 
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donne r = oo dans l'équation de la courbe (22), et qui sera dès 
lors fournie par Téquation 

1 -4- E cos («5 — n,) = 0, ou cos(Û3 — ûi) = — -, 

OU, en tenant compte des valeurs (21) et (23), 



V'-^ 



,.,„io._a,)__.!— ^_i/F3î_v/^_\/^ac. 



d'où Ton conclura en premier lieu, en substituant à 2C sa 
valeur (15), 



Oj = a, -*■ arc 



lg[^V(ti;-hrî)rî-2ArJ, 



puis, en second lieu, en tenant compte des valeurs (21), qui 
donnent 

(ang n, = = d= — = db 



1 — A Vo k vlro — t' 

1 — 



VÎ^o 



définitivement pour Q3 la valeur 



-- \/(m; -♦- vl) ri — î2fcro àz arc tang -^ -. 

Et par suite, si Ton désigne par n le plus grand nombre entier 
compris dans la valeur du rapport ^'^^ ou ^, suivant que Ton 
aura C =» ou G > 0, le mobile, au lieu de faire, comme dans 
. rhypothése précédente, un nombre infini de tours par rapport à 
Taxe du cône, effectuera simplement un nombre n de tours 
entiers semblables, toujours dans le même sens, plus une frac- 
tion de tour, pendant la durée indéfinie du mouvement. 

Maintenant, pour ce qui est de la variation de la coordonnée r, 
il est clair que la nature de la courbe (22), dans Thypothèse 
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actuelle, ne comportera plus qu'un seul minimum et pas de 
maximum pour cette coordonnée (car le mouvement s'effectuera 
évidemment, dans le cas de Fhypcrbole, tout entier sur celle des 
deux branches qui contiendra la position initiale Tq, une disconti- 
nuité absolue séparant alors les valeursder qui correspondent aux 
deux branches infinies), minimum qui sera encore la même 
valeur r^ que tout à Theure, savoir 

A(i-HE) A-H|/(rîro-t)«-*-ttMrJ 
ou autrement la valeur 

Il suit de là que, suivant le signe de la composante initiale 
Uq = (^)o> si on la suppose d'abord positive, la coordonnée r 
ira constamment en croissant à partir de la position initiale 
jusqu'à rinfini, et qu'au contraire, si on la suppose négative, 
cette même coordonnée ira d'abord en décroissant jusqu'au 
minimum r^ ou r'^, que nous venons d'indiquer suivant le cas, 
et croîtra ensuite à partir de cet instant, encore constamment 
jusqu'à l'infini. 

Il résulte encore de là, que la trajectoire effective du mobile sera, 
de même que sa transformée (22), une courbe ouverte, c'est-à-dire 
illimitée et n'offrant aucun point double, dans deux circonstances, 
savoir : 1° lorsque la composante initiale Uq «= /^j sera positive, 
quel que soit d'ailleurs l'angle O9, parce qu'alors la coordonnée 
r, croissant constamment à partir du premier instant du mouve- 
ment, ne repassera jamais deux fois par la même valeur ; 2° lors- 
que la même composante donnée Uq étant négative, l'angle Q^ 
sera plus grand que 212^, parce que fétt^ndue de l'angle polaire 
Û, dans laquelle la coordonnée r du mobile peut reprendre deux 
ibis la même valeur, étant strictement limitée à 2Q| (r atteignant 
le minimum r^ ou ri pour == Q,, et reprenant la valeur Tq 
pour û = 2Û|) et ailleurs ce même angle 2Û| ne recouvrant pas 
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alors par hypothèse la surface entière cl*une nappe du cône, deux 
rayons vecteurs égaux de la trajectoire, quels qu*ifs soient, ne 
pourront se superposer sur la surface, et correspondront toujours 
a des génératrices différentes. 

Dans toute autre circonstance (c*est-à-dire par conséquent 
dans la double hypothèse de Uq < 0, et Ûj < ^^i ou Û{ > i Q^), 
il est facile de voir que la trajectoire se traversera elle-même, 
ou, en d*autres termes, présentera dans ce cas un certain nombre 
de points doubles. En effet, la coordonnée r reprenant la même 
valeur pour deux valeurs de Q dont la moyenne arithmétique est 
Ûf, c'est-à-dire telles que Û = Û' et Û = 20^ — Û' (Û' étant par 
hypothèse positif et moindre que Qn\ si Ton désigne par m le 
plus grand nombre entier compris dans la valeur du rapport 
^, nombre qui sera tel par conséquent que Ton ail -g-* — iw > 0, 
et par suite a fortiori ^ — |x > 0, ou Û| — ^ Ûj > 0, en dési- 
gnant par |ui Tun quelconque des nombres entiers depuis 1 
jusqu'à m inclus, on voit que lorsque la coordonnée Q du point 
mobile atteindra successivement les deux valeurs 



^ il, et n'' = n, -*- - 

2 '^ * 2 



(27"') a'fi^at — ^a^ et n';, = n, -*- ^n,, 



qui remplissent la condition que nous venons de dire, et de plus 
dont la différence est fjiûj, on voit alors, disons-nous, que la 
coordonnée r d'une part reprendra la même valeur, et d'autre 
pan qu'il se retrouvera aussi sur la même génératrice du cône, 
puisque sa coordonnée Q s étant accrue, en passant de la pre- 
mière position à la seconde, d*un multiple exact de Û,, il aura 
effectué exactement un nombre entier de tours complets par rap- 
port à l'axe de figure, et par conséquent il se retrouvera exacte- 
ment au même point sur la surface. D'ailleurs chacun des m 
nombres entiers fx, de 1 à 9it inclus, donnant ainsi naissance à un 
couple distinct de valeurs Û'^ et Û'V, qui correspondront chacun 
à une génératrice différente sur la surface du cône, on voit donc 
que dans ce dernier cas la trajectoire offrira un nombre m de 
points doubles distincts, correspondant à chacun des couplesdes 
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valeurs (27^*') que nous venons de dire, et dont ia coordonnée 
r, que nous représenterons par r^ aura par conséquent pour 
expression 



vy. 



( 



Al -t- E cos 



fo.) »( 



kli -¥■ Ecos 



i"'] 



Le temps ^ qu'il mettra à atteindre, à partir de l'instant ini- 
tial, la position la plus rapprochée du sommet (ou le point 
culminant de la trajectoire, si Ion suppose Taxe du cône verti- 
cal, et le sommet vers le haut) sera dans le cas de l'hyperbole, 
ou de l'hypothèse C > 0, fournie par la seconde équation inté- 
grale (11 1*"*') prise entre les limites Tq et r|, qui donnera dès 
lors, en appliquant la formule de quadrature (113), cj, et tenant 
compte du signe de dr dans cette période. 



J _ i/c, H- jfcr -♦. Cr" J 



rdr 



v/cTTtrTcP 



i (l/C, -f- tro 4- CrJ — [/C, H- jtr. -+- Cr{\ 



I 



2CI/C 



niog 



r^C 



2l/C 



l/C, -4- tr. -♦. CrA 



\ 



2^^C 



/ 



d'où l'on tirera, en tenant compte de la première valeur (16), et 
se rappelant que ri est toujours l'une des deux racines de Téqua* 
tion Cr* -+- Ar -h C, = 0, 



ti 



1/2 



1 w.r, * , 
log 

c 1/2 2Ci/C 



2Cr. -♦.Jfc-^2V/C 



1/2 



2Cr, -4- k 



ij 



ou, en remarquant que dans le cas actuel, C et Cy étant par 
hypothèse de signes contraires, il en est de même des deux 
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racines de Inéquation précitée, et que r^ représentera dès lors la 
racine positive, en sorte que l'on aura encore 



— t -♦- l/A* — 4CC, 



2Cr, -*- it = -+- l/jt* — 4CC„ 



puis, en ayant égard ensuite aux valeurs (15) de C et de G|, 





i 


ti 


2C 




1 




2(: 



Mor» z logi =:^ 

21/C \ i/A:*-4CC, 



==;;:; Wor. 



'=!.«(« 



"D r. • fc -f- «0^^ ( wj -♦- v;)r; — 2Arr 



21/C 



^^(fc — vW*-4.tiîv;r! 



'©*'©' 



La formule de quadrature (113) c), dont nous venons de faire 
usage pour le calcul de cette valeur, prenant la forme indéter- 
minée ^ lorsqu'on y suppose à la limite G = 0, le résultat précé- 
dent n'est pas applicable au cas de la parabole, et il y a lieu dans 
ce cas d'évaluer directement l'intervalle de temps analogue, que 
nous appellerons t[, en calculant cette fois la même équation 
(llf*"'*) à Taide de la nouvelle formule de quadrature (omise 
par oubli dans le tableau (113)) 

fdf 



r i 

J i/c; 



— =-—(*? — 2C,)l/C, -♦- 1? -4- const, 



et qui donnera par suite dans ce cas (pour ce premier intervalle 
de temps dans lequel, dr étant négatif, il faudra prendre le radi- 
cal sous le signe y avec le signe — ), comme seconde intégrale 
du mouvement, à la place de l'équation (114*"'), cette autre 
équation 



(28) 



1/2 



— ^^ttC*»-— 2C,)I/C, -*- ifcr = < -♦- C", 



dans laquelle la valeur G" représentera par suite la valeur 



1/2 



r/' = - — (ir.-2C.)k^C. H- h\ 
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Dès lars, si on se rappelle qu*ori a encore par la valeur (27) 
G| + kr\==Of réquation qui précède donnera immédiatement 
i;-j- C"=0, c'est-à-dire, en tenant compte de la valeur (15) de C,, 

i . _ ., ^ 1 



ou définitivement 



^o ,, . „ /- 



Dans les cas que nous avons spécifiés, ou la trajectoire pré- 
sentera un certain nombre de points doubles, les deux époques 
t'^ et Ç, correspondant aux deux passages successifs du mobile 
par Tun de ces points, seront de même évidemment fournies par 
les deux intégrales 



/ -Vc, -*.kr ^ Cr' < 

vq.ç^p 't — ^n 

J _,i/C, -4- fcr -y- Cr* ^^ 






v/c. 


-♦- kr 
rdr 


-+-Cr« 


v/c, 


H- kr 


-t-Cr» 




rdr 





Cr' 



I 

Mais comme, les coordonnées r^^ de ces points doubles ayant été 
définies dans la formule (27^") et dans les raisonnements qui ont 
servi à rétablir par la valeur correspondante de la coordonnée 
Q du mobile, le calcul effectif de ces deux dernières intégrales 
reviendra en fait à faire usage de la relation qui lie directement 
cette coordonnée Q du mobile au temps, et qu'il y a par ailleurs 
d'une façon générale intérêt à connaître cette relation, nous 
allons la former à cet effet, par l'élimination de la coordonnée r 
entre l'équation (17) ou (22) et la seconde intégrale (111"*) du 
mouvement, c'est-à-dire l'équation (H 4"') dans le cas de l'hyper- 
bole, ou l'équation ci-dessus (28) pour celui de la parabole. 
XI. 9 
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Observant dans ce but, pour le premier cas, que des deux 
équations 



Ci-4-tr-^Cr* = 0, 



C,f-j -4- A- -vC==0, 



la seconde, admet évidemment pour racines les inverses des 
racines de la première, on en conclura tout d*abord 

r* r \r r|/\r rj 

et, par suite, successivement, en tenant compte des valeurs (1 5) 
de C„ et (24) de r, et r,, 

C, -4- ifc -4- Cr' = r'fc,-^ ^ t- -+- C 

-[-i<-a(;4)]-''44;-7)(?-rj 

=r'. -t;jrA(i -^E)-AM -hEcos(û-q,)| 1 IaI l-^Ecos{n-n,) -A( I -E) | 
=,r*.ivjA'E»M-cos(n-n,) 1 M -♦-cos(n-ni) |=-A«E«wîr'sin'(û-ft|); 

d*oii, par conséquent, en extrayant les racines, puis substituant 
à r sa valeur (22), 

. AEi?o Eu-i' sin(a — a*) 

(29) i/Ci-t-Jfcr-HCr'= -Vsin û — 0,) = — ^ ^^ ~, 

égalité qui se maintiendra à toute époque en grandeur et en 
signe, car pour la valeur de Tangle polaire û, û =» Q^ les deux 
membres de cette égalité changent simultanément de signes, 
puisque cette direction est celle qui donne dans Téquation (22) 

Gela fait, revenant à Téquation intégrale (114^^')» ^t '& récrî- 



— iSi — 
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vant, en fusionnant avec la constante du second membre le 
terme constant ;T-^^i (2i/c), sous la forme plus simple 

20 1^ C 



i-Fi/c; 



(^0) — TT-I ^ i^i-*-kr-^Cr* ^log(î2Cr-+-t-4-2l/Cl/C,-»-Ar-+-Cr') =t-f-con8l., 



nous poserons pour un instant, en vue de faciliter les transfor- 
mations, 

(31) =. 2Cr -4- Jk -4- 2 l/cl/C, -♦- tr -4- Cr*, 

et nous calculerons alors cette expression, à Taide de la précé- 
dente (29), prise sous sa première forme, de la façon suivante : 

e=2Cr^-ftH-2l/C.---4Vsin(n-û,)=[2CH-AEi7o^2Csin(Q-ûJ]r+t 

= [2Cw;f^+ Avjro. r.EWo ^^2C sin (û— n,)]-^-, -4- fc. 

Or, la première égalité de définition (21), et Téquation (22) 
donnant successivement 



At>îro = h 



' . "o' o 



r «■ 






i[1-f-Ecos(û^û,)] 



virl k[i^ Ecos (n — û,)] 



cette expression précédente de pourra s'écrire 



2Ci;;r; ^ t . E«. V 2Cf^sin (û — û.) , 

=^ -4- Al 

t [1 -♦- E 008 (n — û«)] 

y -4- 2Cv;r; -4- tE 1 1), l/JCrîsin (û — oQ -i- 1 cos (a — n,)] 
^ i[i -4-Ecos(û— n,)] 

Enfin, la valeur (21) de Ë donnant, eu égard à la valeur (23), 
et à celle (21) de A, 

/ ^H-B» — 2A\ „/ 2C\ 



= k» 4- 2c (-pj* — i* + iCvy„ 
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on aura, en reportant cette dernière valeur dans la précédente de 6, 

_ ft'E* -»- tE [t;ol/2Cr;sin(Q— Qi) -Htcos(û— Q,)] 
"" *[!-♦- Ecos(Q— fî,)] 

et, par suite, Téquation ci-dessus (30) deviendra définitivement, 
en y reportant à la place de l'expression (31) cette dernière 
valeur simplifiée par la suppression haut et bas du facteur k et 
au lieu du radical la seconde expression (29), puis faisant passer 
dans Tautre membre, pour le fondre avec la constante, le terme 



2G 



-7=- log E, et renversant enfin les deux membres. 



(32) 



l^âc 






0» 



8in(n — Q)i 
1 -f- Ecos(a — Q|) 

A: ces (a — 



i -4- Ecos(a — Q,) 'J' 



1 rE»«raSinû, k . 

(33) C"=— — —^ î- -+- —^ log 

^ ' 2CLi-*-Ecosû, 1/2C 



la valeur de la constante G" étant dès lors la suivante 

^ t(E -4- cos û,) — vy^lsln Q t^ 

et Tensemble des trois équations (18), (22), et (32), constituera 
alors sous cette nouvelle forme, pour le cas de Thyperbole ou 
de G > 0, les intégrales du mouvement. 

Dès lors, on aura immédiatement dans ce cas, par Téquation 
que nous venons d'obtenir (32), pour les deux époques <]» et Ç 
correspondant aux deux passages successifs du mobile par le 
même point double, époques définies par les deux valeurs (27^**) 
de la coordonnée Û, les expressions suivantes dans lesquelles G"" 
représente encore, pour abréger, la valeur (33), 



i;— C 



f» 



2C 



Evo^'.sin-û, . 

1 

M 

i-«-Ecos-û- 
2 



-=:log 



t(E-^cos~û,j— v^i^SCrîsin-ûî 



\ 



\ 



i -4-Ecos-xij 
2 



I" r"j 



tm 

Ev.r.sin-û, , 

2 t . 
-— :Iog 

i-hEcos-û, ^^^ 
2 



/ifi 



cos 



-û,)-».VoV^2Cr;sin^W 
2 / 2 



\ 



i -♦- Ecos-ût 
2 



/ 



— iZô — 
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et, par suhe, pour le temps T^^ qu'il mettra à décrire la boucle, 
formée par Tare de trajectoire qui commence et finit en ce point, 
la valeur 






fJL 

Ev^r^sin-ût 
2 






— log 



fcf E-+- cos^û,] -«- r.i/âCrîsin-û 



\ 



/r E-f- cos 



;û,j— foV^ 



2Cr;sin-û, 
2 



M 



Semblablement, dans le cas de la parabole ou de G = 0, Thy- 
pothèse E=3l, étant introduite dans Téquation (29), donnera 
tout d'abord 



/ 



l/C, -t-fcr = 



v^T^ sin (û — xij 

l/f '1 ■*- ^®S (.Cl — £l^ 



(34) 



\ 



»,ro2sini(ii — xi,)cosi(û — û,) v.r. 

r — ; = tanff 4 (a — û,), 

V/â 2cos'i(û — û.) v\ 



égalité qui aura lieu encore à toute époque, en grandeur et en 
signe, pour la même raison que tout à Theure. Puis, cela fait, 
la valeur (34) que nous venons d'écrire et celle (15) de G^ don- 
neront, d'autre part, 

ir — 2C, = Cl 4- tr — 3C, « i vîr;[t8ng*i (û — a,) ^ 3] , 

de sorte qu'en substituant cette dernière expression et la précé- 
dente (34) dans l'équation (28), qui représente alors, avons-nous 
dit, la seconde intégrale (111^^'), on aura de même pour ce cas, 
entre Û et ^, l'équation analogue à celle (32) trouvée tout à l'heure 

i -*- C" = 2^"|^1 -*--tang«-(û-ûOj lang^(û- û,), 

dans laquelle la valeur de la constante G" sera dès lors la 
suivante 

«W/ 1 J \ 1 



i 
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eif par suite enfin, les valeurs des époques ffj, et fj^ et de la 
durée T^ déjà considérées seront, pour cette hypothèse de 
G =^ 0, les suivantes : 



«; 



'itt 



= — C" 



(''=— C'-f- 



Ta = 






2fc* 

tgr;/ 

2**1 
*• \ 



i 



i 



- lang*-û,llang-û„ 
itang'Ja.) 



- lang' 
d 



^) 



tang-û,, 

4 



tang-û,. 
4 



Enfin, comme dernier élément intéressant à connaître dans 
cette même hypothèse où il existe des points doubles, propo- 
sons-nous, pour terminer cette discussion, d'évaluer Tangle ï^ 
intérieur à la boucle formée par les deux branches de courbe, qui 
viennent se croiser en Tun de ces points. 

A cet effet, la courbe 
^ coordonnée sur laquelle 
se compte la coordonnée 9 
ou r étant alors la géné- 
ratrice, c'est-à-dire une 
droite, et par suite notre 
<f> figure i du chapitre I*' 
(page 37) présentant, dans 
le cas actuel, Taspect ci- 
contre, fournira évidem- 
^^"* *®*^ ment, en ayant égard aux 

valeurs (45) de la même page, pour déterminer Tangle u, formé 
par un élément quelconque ds de la trajectoire, pris dans le sens 
où il est décrit par le mobile, avec Télément dn=^li*.d(f=» dr^ 
pris dans le sens où dr croit, c'est-à-dire avec la génératrice en 
s'éloignant du sommet, la relation fort simple 




dn' 






K*dx 



— i38 — 
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ou encore, en ayant égard à Téquation (20) de cette Note, 

i 



tangu 



— ^" — i _Z-l_--JlL_-2_r^fi^l"*. 



Or, l'équation (22) donnant 



1 A dl li\ 

/-=./--f-/ri -f-Ecos(û — a,)l, — - ==- 

r r„ ^ ^ ^J dn\r/ I 

Texpression qui précède deviendra 



dl (i\ — Esin(û — a,) 

Ecos(a — û|)' 



tangu s» 



i -4- Ecos(û — nj 

Esin(ft — a,) 



Dès lors, on aura pour le même angle u ainsi défini, relatif aux 
deux éléments de la trajectoire qui se croisent au point double 

considéré, et qui correspondent respec- 
tivement à chacune des valeurs. d*un 
même couple (î?****). 



i -♦- Ecos-Hf 
2 
tangy = » 

— Esin-n, 
2 




tangi;"== 



1 -f- Ecos-û, 
2 

fi, 
Esin-O, 
2 



(Fig. il.) 



d*où Ton peut conclure déjà que la génératrice relative au point 
double est la bissectrice de cet angle T^, intérieur à la boucle 
que nous nous proposons d'évaluer. Puis on aura ensuite, pour 
Tangle formé par ces deux mêmes éléments de trajectoire entre 
eux (pris chacun dans le sens où il est décrit), angle qui est 



évidemment égal è u" — u', d'une part, et à tt •+- ï, de l'autre, 
l'expression suivante de sa tangente 

tanci;" — tansu' 

Ung «• -H iv) = Ung(t;" - v') « , "V^„^ . ,^Z " 

i -I- tangi; tangt; 

i -+- Ecos^û, 

2 

Esin-ûj 2Esin-û,(l -*- Ecos-û,l 



2 



i — 



1 -f- Ecost-ûs \ E'sin*-û, — 1 + Ecos-ûi 

2 \ 2 \ 2 y 



Esin-û| 
2 



ou bien 

E(2sin-û, -4- £.2sin-n2COs-ûi| 

\ 2 2 2/ 

— Ung ï^ = 



— [i -f- 2Eco&^n,j — E'(cos*^n, — sin'^ûJ 

d'où, enfin, sous forme plus simple, en changeant les signes des 
deux membres. 



tang T^ =r E 



2sin-ût -4- Esin/uû« 



> 

i -4- 2EC0S-Ûs -♦- E'COSACO, 



valeur qui se rapporte également bien au cas de la parabole en 
y faisant simplement E = 1, du moment que tous les calculs 
qui nous ont servi à l'établir sont complètement indépendants 
de la valeur de Ë, et qui devenant avec cette hypothèse 

, fJL l ' fJL \ 

2 sin - û, 1 M- ces - û, 

2 '\ 2 / M 

tangï^ = = tang -Q,, 

2cos-ûJ \ -t- cos -û, I 

2 \ 2 y 

fournira pour ce cas l'expression simple et remarquable Tu=^Û2> 
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qui monlre que la série de ces angles T^, considérés pour les 
différents points doubles, formera dans ce cas une progression 
arithmétique, dont la raison, comme le premier terme, sera ^Qz 

Gomme conclusion, et pour résumer toute cette discussion 
relative à cette seconde hypothèse (C > 0, ou C = 0), on pourra 
de nouveau décrire la physionomie exacte du mouvement pour 
ce cas en disant que : 

« La trajectoire est alors la courbe illimitée^ engendrée par 

» l'enroulement sur la surface du cône du plan d'une hj/perbole 

» ou d'une parabole {selon que l'on supposera C > 0, ou C = 0), 

• ayant l'une et l'antre le sommet du cône pour foyer, courbe 
•' qui sera ouverte en général, sauf dans la double hypothèse 

• subsidiaire Uq < ci i2| > i 0^, auquel cas elle offrira un 
» nombre m de points doubles, m étant le plus grand nombre 
» entier compris dans le rapport q-*- Le mobile décrira encore 
» cette trajectoire toujours dans le même sens, et en tournant aussi 
» toujours dans le même sens autour de l'axe du cône, et il effec- 
» tuera ainsi n tours entiers, plus une fraction de tour, dans la 

• durée indéfinie du mouvement, n étant le plus grand nombre 
» entier compris dans le rapport ~' si C> 0, ou -^^ ^ si C = 0; 
» les différentes évaluations numériques, que comporte dès lors ce 
» mouvement ainsi défini, étant par ailleurs celles que nous 

• avons indiquées, • 

Observons en terminant, comme remarque commune aux deux 
hypothèses successivement envisagées, que les m points doubles, 
définis par les valeurs (27***') de la coordonnée Q, existeront éga- 
leitent dans la première hypothèse de G < 0, (outes les fois que 
Ton aura encore Oi > i Q^j ^^ quel que soit alors le signe de la 
composante initiale UQS=f^)^; et l'expression corresponda nie 
de Tangle T^ que nous venons d'obtenir subsisterait de même 
sans modification, les valeurs seules des durées (),, t^^, T^ ci-des- 
sus indiquées devant être alors calculées à nouveau à Taide de 
réquation intégrale (115) au lieu de Téquation (1 U****) employée 
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toute rheure. Toutefois, dans cette première hypothèse/ la tra- 
jectoire étant toujours nécessairement fermée, du moment que le 
mouvement est périodique, Texistence ou l'absence de ces points 
doubles, suivant le ca<i, n'impliquera plus pour le mouvement, 
comme dans la seconde hypothèse, cette distinction essentielle, à 
savoir que, pendant toute la durée, le mobile puisse ou ne puisse 
pas occuper deux fois une même position sur la surface donnée. 
G*est pourquoi, ne voulant signaler que les caractères essentiels, 
nous n'avons pas fait mention de Texistence possible de ces points 
doubles, dans notre discussion relative à la première hypothèse. 
Notons enfin, comme dernière observation, que pour le pro- 
blème plus général comport^int deux forces d'attraction, que 
nous avons traité dans notre chapitre 11, la trajectoire (114)» 
relative au cas de Gif < 0, eût pu tout aussi aisément être 
ramenée à la même forme ci-dessus (22), les valeurs des con- 
stantes étant seules différentes, seulement la variable auxiliaire 
û =il/ — Cl F(^) ainsi introduite n'étant plus alors suscep- 
tible de Ja même interprétation simple, par rapport à la surface 
du cône, que dans la question restreinte que nous venons de 
traiter, cette simplification apparente de l'équation de la trajec- 
toire n'eût entraîné ensuite aucune des conséquences qui nous 
ont permis de baser sur elle seule, comme nous venons de 
le faire, toute la discussion relative à ce dernier problème. Mais 
cette discussion peut alors, de même que dans Tautre cas de 
la trajectoire (113^), relative à l'hypothèse C^ > 0, être égale- 
ment menée à bien en usant de cette même variable û, comme 
nous l'avons fait de la variable u dans l'exemple relatif au 
paraboloïde, attendu qu'elle est alors, à un facteur constant 
près, précisément ceue même variable auxiliaire u définie par 
notre équation (89), qui devient l'équation (75) lorsque Ton 
suppose la surface isotherme. Et, dès lors, la même série de con- 
sidérations et de raisonnements, que nous venons de rappeler, 
permettra encore, même dans ces différents cas, d arriver facile- 
ment à la connaissance de toutes les principales circonstances du 
mouvement. 
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ERRATA. 



Page Si, pour les derniers termes de chacune des trois équations (21). au lieu de 

a?* »/• i* 

2-f'f, 2^fy, 2-?^. 
if, ^ 4> 

lire respectivement 

Page !27, omis le numéro (31) devant le premier groupe de six équations réunies par une 
accolade. 

Page 53, ^* équation (68), au lieu de 
lire 

Page 55, 4« ligne, après la rubrique i» Surfaces isothermes, au lieu de c pour toute 
surface isotherme susceptible de faire partie d'un système orthogonal, et l'on sait combien 
est vaste la catégorie... s, lire < pour toute surface susceptible de faire partie d'un système 
orthogonal triplement isotherme, et l'on connaît exactement l'étendue de la catégorie... » 

Page 60, équation (80), ^* intégrale de la 2«i« équation, au lieu de 

p ...a^, lire f^.d^. 

Avant-dernière ligne, au lieu de < hypothèses (86) >, lire « hypothèses (76} s. 

Page 6i, ^* ligne, après la rubrique 2° Surfaces non isothermes, supprimer les mots 
I n'étant pas isothermes >. 

» 

Page %'}, i" alinéa, 4* ligne, au lieu de < la surface étant encore isotherme d'une part », 
lire f les surfaces composant le système (i07) étant encoro toutes trois isothermes d'une 
part,... V 

Page 87, 5« ligne d'équations, en commençant par le bas, intercaler dans les crochets 
de second membre et dans la parenthèse, le signe de devant le terme i F (X). 



• •• 



Page 90, équation (di5i><«), au lieu de -^ » - , lire ^ 

/(/. avant-dernière ligne de la note en petit texte, au lieu de < II^ Cône... », lire 
c Jllo Cùne... > 

Page 93, dernière ligne d'équations, au lieu de ài / *, lire :iz/ . 
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Page 1Q4, dans la note en petit texte, première ligne d'éqaation, au lieu de 

XdX n \d\ 



• p XdX p 



l/MpH-3i) 



■" » 



Page 149, 42* ligne en commençant par le bas, au lieu de « dans les Vorlesungen ùber 
Dynamick », lire « par Jacobi dans ses Vorlesungen ûber Dynamick (*) s, et ajouter, à 
titre de renvoi au bas de la page, la note suivante : « (*) Nous voulons parler des leçons 
orales du maître (1838), et non de l'ouvrage qui n'a été publié qu'en 1863 par Clebsch, 
après la mort de Jacobi. » 

Page 154, A^ ligne du texte, en commençant par le bas, après les mots « que nous venons 
de trouver pour K s, ajouter ceux-ci c et que l'on fasse ensuite tr = 0, >. 

Page 179, omis le numéro (209b<*; devant la dernière équation. 

Page 196, équation 5, au lieu de C-^ (?')''?, lire c^'^î^^''^. 
Page S28, équation (16), première ligne, au lieu de 

1 1 

— ^<vlf lire -uSv»; 

3< ligne, au lieu de 

A/ -^dX, lire / ï/ -^L-^dX; 

1 k 

Idem, équation (17), au lieu de = , lire -r— . 

Page 238, dernière ligne, dernière équation, au lieu de 

T= = 2mrA;[2A~(u5 -♦-vî)ro]~* . 

iire 

T — =2TOrfe (m5-^v5) , * 

L'*o -s 



Page 241, première ligne, au lieu de « qu'un seul minimum », lire < qu'un minimuiu 
seulement ». 
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PAR 



Ing^énieur civil. 
Aide-naturaliste au Musde royal d'histoire naturelle de Belgique, 

à Bruxelles. 



Je me propose, comme pour la faune wealdienne de Bernissart, 
d'exposer, dans une série de communications préliminaires, les 
résultats auxquels je suis arrivé par Tétude des Vertébrés des 
dépôts tertiaires supérieurs de la Belgique, étude entreprise et 
poursuivie conformément aux inslructions de la Direction du 
Musée. Dans cette exposition , je commencerai par traiter des 
Chéloniens et, parmi ceux-ci, je choisirai aujourd'hui le groupe 
des Athecœ (^), puisque je suis occupé actuellement à faire 
restaurer un type éteint de ce sous-ordre. Je diviserai, d'ailleurs, 
la présente notice de la manière ci-après: 

I. Ossements rupéliens. 

II. Ossement bol'dérien. 

III. Ossements scaldisiens. 

IV. Psephophorus. 

V. Les Athecœ. 



(1) Ce travail, dont les premiers résultats furent communiqués à la Société scientifique 
de Bruxelles, en séance de la troisième section (qui voulut bien en décider l'impression 
dans les Annales), le 3 mai 1886, paraîtra, ultérieurement, avec quelques développements 
nouveaux et accompagné de figures, dans le Bulletin du Musée royal d'histoire naturelle 
de Belgique, sous le titre : Première note sur les Chéloniens oligocènes et néogènes de 
la Belgique. 

(S) E. D. GOPE, On the Homologies ofsome ofihe Cranial bones ofthe Reptilia, and 
on the Systematic Arrangement ofthe Class. Pboc. amer, assoc. advanc. SG. (49^^ meet. 
— Aug. i870), i874, p. 235; et non : E. D. CoPE, Check-list ofthe North American Batra- 
chia and Hepiilia. Bulletin U. S. National Muséum, 1875, n» i, p. 16, comme le dit 
M. G. Baur {Osteologische Notizen ûber Reptilien, III. Zoologischer Anzeiger, 22 nov. 
1886, p. 687) et comme je l'ai écrit moi-même antérieurement [L. Dollo, Première note 
sur les Chéloniens du Bi uxellien {Êocène moyen) de la Belgique. Bull. Mus. roy. rist. 
NAT. Belg., 1886, t. IV, p. 76]. 
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I 



I. Historique. — I.Dans la séance du 3 août 1883, M. P. J.Van 
Beneden, professeur de zoologie et de paléontologie animale 
à rUniversité de Louvain, faisait, à T Académie royale des sciences, 
des lettres et des beaux-arts de Belgique, une communication (}) 
sur quelques formes nouvelles des terrains tertiaires supérieurs 
du pays. Il y parlait de VOrthagoriscus chelonopsis, P. J. Van 
Beneden, boldérien (anversien) (*) (sur lequel j*aurai Toccasion 
de revenir dans ma Première note sur les Poissons néogènes de 
la Belgique), du Sula afpnisy P. J. Van Beneden, rupélien et d'un 
Grustacé décapode brachyure, également rupélien, qu'il nomme 
Portunus nodosus, P. J. Van Beneden, et que M. le D' Fritz 
Nœtling a rapporté depuis au Cœloma taunicum^ v. Meyer (') 
Enfin, — et c'est ce qui nous intéresse surtout en ce moment, — 
le célèbre naturaliste citait une tortue fossile, à l'égard de laquelle 
il s'exprimait de la façon suivante : 

c... Nous pouvons faire mention d'abord de quelques osse- 
ments recueillis dans Targile rupelienne (oligocène supérieur) (^) 



(*) p. J. Van Beneden, Sur quelques formes nouvelles des terrains tertiaires du pays, 
Bull. Acad. roy. Belg., 4883, d> série, t. 6, p. iSl 

(*) J. Gosselet, Esquisse géologique du nord de la France et des contrées voisines, 
3« fascicule : Terrains tertiaires, Lille, 1883, pp. 337 et 338. 

E. Van den Broeck, Note sur la découverte de fossiles miocènes dans les dépôts de 
l'étage boldérien, à Waenrode {Limbourg). Annal. Soc. ROY. MALACOL. Belc, 1884 
3« série, l. IV, p. lvl 

(') F. Noetling, Die Fauna des samlandiachen Tertiàrs. Abhandl. z. GEOL. special- 
karte t. Preussen u. d. ThOb. St., 1885, Bd. VI, Hft. 3, p. 146. 

(^} Lapsus calamit pour oligocène moyen, éTidemment, car tout le monde est d'accord 
sur ce point. Voir, notamment : M. Modrlon, Géologie de la Belgique, Bruxelles, 1880, 
t.I, pp.S49et2di; E. Van DEN Broeck et A. Rutot, Explication de la feuille de Bilsen, 
Mus ROY. BIST. NAT. Belg., Serv. d. l. CARTE GÉOL D. ROY., Bruxelles, 188:1, pp. 76 et 170. 
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et qui nous ont été confiés par M. le marquis de Wavrin; ils 
consistent en vertèbres, en os de ceinture sternale Q) et pelvienne 
et plaques cutanées, provenant d*une tortue du genre Sphargis, 
ou Luth, dont Tespèce vivante est si remarquable par son orga- 
nisation et son cosmopolitisme. Nous proposons de lui conserver 
le nom de Sphargis pseudostrdcion^ qui lui a été donné par 
P. Gervais, d'après un fragment de carapace des environs de 
Montpellier. Nous ne voyons pas de raison de Tattribuer à une 
espèce nouvelle. » 

2. Un peu plus tard, le même paléontologiste reprenait Tétude 
des restes dont il vient d'être question et publiait, dans le Bulle- 
tin de l'Académie royale de Belgique (^), une note que nous 
aurons à rappeler fréquemment au cours de ce travail. Les pièces 
examinées par lui étaient, cette fois, énumérécs en détail : trois 
vertèbres (troisième cervicale ('), dorsale indéterminée (*), une 
des dernières dorsales (^) ), un coracoïde, un ilium (^) et trois 



(1) Faute d'impression, pour scapulaire, cela va de soi, car M. P. J. Van Benedeo parle, 
dans sa seconde note (v. infra), d'un coracoïde, mais ne cite, au contraire, aucun des 
éléments du plastron (sternum). 

(^'P. J. Van Bemeden, Note sur les ossements de Sphargis trouvés dans la terre à 
briques du pays de Waas. BULL. Acad. ROY. Belg., 1883, ^ série, t. 6, p. 665. 

(') La comparaison directe avec un squelette de Sphargis actuel [comparaison sur 
laquelle je reviendrai dans ma Deuxième note sur les Chéloniens oligocènes et néogènes 
de la Belgique, dans laquelle je me propose, notamment, de donner une ostéologie com- 
parée c'étaillée du crâne du Sphargis (actuel), de l'Alhèque de Boom (autant que possible), 
d'Erquelinnetia {Pachyrhynchus, Dollo), de Chelone, etc.] a montré que cette vertèbre 
était indubitablement une première dorsale. Cette rectiâ cation détruit évidemment l'hy- 
pothè.^ d'une armure dermique prolongée dans la région cervicale (P. J. Van Beneden, 
Ossements de Sphargis, etc., p 668). 

(^) La comparaison directe avec un squelette de Sphargis actuel a permis de recon- 
naître que cette vertèbre était la septième dorse-lombaire. 

(5) La comparaison directe avec un squelette de Sphargis actuel a permis de recon- 
naître que cette vertèbre était la neuvième dorso-lombaire. 

(^) La forme de cet os, son volume, l'aspect de sa surface, comme aussi la nature do sa 
partie articulaire, prouvent (et c'est ce que confirme la comparaison directe avec un 
squelette de Sphargis actuel) que ce n'est pas un ilium, mais le paradiacostolde 
(P. ^Ibrecbt, Note sur un sixième costoxde cervicai chez un jeune Hippopotamus amphi- 
bius, L., Bull. Mes. roy. hist. nat. Belc, 1882, 1. 1, p. 198; P. Albrecht, Sur les copulœ 
intercostoidalcs et les hémistemoides du sacrum des Mammifères, p. 16, Bruxelles. 
A. Manceaux, 188!^} gauche de la deuxième vertèbre sacrée. 
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plaques dermiques ; en tout, huit objets. M. P. J. Van Beneden 
proposait, en outre, pour les ossements acquis par M. le marquis 
de Wavrin, le nom de Sphargis rupeliensiSf sans indiquer, 
cependant, de caractères propres à la nouvelle espèce (*)• Quant 
à la localité, il est mentionné qu*elle est la même que celle dont 
provenaient les ossements de Crassitherium (') , P. J. Van 
Beneden, c*est-à-dire Basel, près de Rupelmonde. Quoique cela 
n ait d*autre importance que celle de Texactitude, je puis dire, 
toutefois, que les fossiles communiqués au célèbre naturaliste 
étaient originaires de Steendorp ('), également près de Rupel- 
monde. 

3. Les choses en étaient là, quand, il y a quelque deux ans, 
je reçus, d'un amateur passionné, M. Delheid,d'Ixelles (Bruxelles), 
qui m'avait prié de passer en revue sa collection et d'en faire 
connaître les pièces inédites (^), divers ossements appartenant 



(*) M. P. J. Van Beneden nous dit bien (P. J. Van Beneden, Osxements de Sphargis, etc., 
p. 668) que, chez les Sphargis fossiles, le bouclier dermique recouvrait peut-être la région 
du cou comme la région du dos. Mais, même sans se prononcer sur la valeur de cette 
supposition [assez invraisemblable, surtout sous la forme dans laquelle elle est pré- 
sentée, mais sur laquelle l'armure caudale des Chelydridœ (et des Meiolaniidœ, selon 
M. G. A. Boulenger, car, pour ce naturaliste, Meiolania, Owen =» Ceratuchelys, Huiley, 
n'est pas un Chélonien cryptodère, mais pleurodère. — G. A. Boulenger, Zoologtcal 
Society of London, S3 juin i887) et notamment de Ceraiochelys (T. U. Huxley, Preli- 
minary note on ihe Fossil Remaim of a Chelonian Reptile, Ceratochelys sthenurus, 
from Lord Howe's Island, Àusiralia. PROC. ROT. Soc. LONDON, 1887, vol. XLII, n« 253, 
p. 2321 peut donner à réfléchir], je crois que, au cas où elle serait véritablement réalisée, 
son importance taxonomique dépasserait assurément la distinction spécifique, et alors 
Sphargis rupeliensis, P. J. Van Ben., ne serait plus un Sphargis, Comme le célèbre 
professeur de Louvain le laisse néanmoins dans ce dernier genre, je suppose qu'il ne 
fait pas entrer son interprétation dans la diagnose et se borne uniquement aux faits. 

(*) P. J. Van Beneden, Un Sirénien nouveau du terrain rupélien. Bull. Acad. rot. 
Belg., I87i, 3« série, vol. 32, p. 168. 

(3) Communication verbale de M. R. Storms, naturaliste s'intéressant particulièrement 
aux Poissons vivants et fossiles, et actuellement occupé, sur ma demande et avec l'autori- 
sation de la Direction de l'Établissement, à étudier divers Téléostéens oligocènes (notam- 
ment les Scombridœ) du Musée royal d'histoire naturelle de Belgique. 

[*) Complètement absorbé par mes travaux du Musée, j'ai, depuis, prié M. Delheid de 
confier la description de ses Chéloniens thécophores à M. l'abbé G. Smets, docteur en 
sciences et professeur à Hasselt. Je viens d'apprendre avec satisfaction qu'il en sera fait 
ainsi. 
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évidemment à un animal du groupe des Athecœ; d*ailleurs, un 
examen plus attentif, comme le gisement et la localité d*origine, 
démontraient clairement que ce Ghélonien n'était autre que le 
Sphargis rupeliensis de M. P. J. Van Beneden. Comme ce 
paléontologiste, ainsi que je viens de le signaler, n'avait point 
donné les caractères de sa nouvelle espèce, je m'efforçai de les 
rechercher. Pensant les avoir trouvés, je les communiquai verba- 
lement à la Société scientifique de Bruxelles le 3 mai 1886 ('), 
en séance de la troisième section. Mais puisque, jusqu'alors, mes 
observations confirmaient purement et simplement, en les pré- 
cisant, les résultats du professeur renommé de l'Université de 
Louvain, je ne leur donnai point d'autre publicité. 

i. Cependant, quelque temps après, le Musée commença à 
explorer systématiquement les environs de Boom et cette explo- 
ration amena, notamment, la réunion, à Terhaege et à Niel, 
d'ossements nombreux de trois individus de Sphargis rupeliensis^ 
P. J. Van Ben. Ces ossements sont actuellement au Musée, où 
on s'efforce de les recoller, car la plupart d'entre eux ont été 
achetés en fragments. En ce qui concerne leur gisement, il est 
permis de le qualifier d'indiscutable, attendu que, outre, l'état 
caractéristique de fossilisation et la localité, une partie des pièces 
ont été extraites sous nos yeux, à M. Ë. Van den Broeck, géo- 
logue s'occupant spécialement de l'étude stratigraphique des 
terrains tertiaires supérieurs, et à moi, et ils proviennent bien de 
l'argile de Boom. 

5. Comme conclusion de ce petit historique, je donnerai la 
liste du matériel dont j'ai pu disposer jusqu'à ce jour pour mes 
études. Les ossements mentionnés dans le tableau ci-après sont 
soit entiers, soit représentés par un ou plusieurs morceaux. 



(>) Annales de la Société scientifique de Bruxelles, 1835-1886, p. 66. 
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II. Détermination. — Jusqu'à présent, nous avons dit que 
tous les ossements dont nous venons de donner Tin ven taire 
appartenaient à Sphargis rupeliensis, P. J. Van Ben., mais nous 
ne nous sommes point demandé si cette désignation était correcte. 
Procédons donc maintenant à la détermination motivée de notre 
matériel. 

1. En premier lieu, nos ossements proviennent bien d*un 
animal du groupe des Athecœ, car : 

a. L'armure dermique est indiscutablement celle d'une tortue, 
puisque, en dehors de toute autre considération, elle était associée 
à Steendorp, comme à Terhaege, comme à Niel, à des ossements 
ide nature indubitablement chélonienne. 

(3. La carapace est indépendante des côtes, que nous possé- 
dons et qui sont libres comme chez le Sphargis actuel. 

y. D'autres pièces squelettiques, notamment l'humérus, ren- 
trent dans le type de Sphargis actuel et non dans celui des autres 
Chéloniens, comme nous le montrerons en détail plus loin. 

2. A quel genre d* Athecœ faut-il rapporter nos ossements? 
Et d'abord, quels sont les genres aujourd'hui connus de ce 

sous-ordre? Il y en a cinq, autant que je sache. Ce sont : 

«. Sphargis {*), Merrem, 1820. 

/3. P«6»p/iop/ïora«(*), V. Meyer, 1847. 



(1) Et non Dermaiochelys, Blainv., 1816, comme le dit M. G. Baur {Notiten, etc., III, 
p. 687); car on a (L. Agassiz, Nomenclator zoologicus; Soleure, d842-46; Heptilia, p. 14 
et 42) : Dermochelys, Blainville, 1816 (De Blainville, Journal de physique, LXXXIIl, 
p. 259, 1816) vforme fausse, à supprimer, selon M. Strauch) = Sphargis, Merrem, 1820 
= Dermaiochelys, Lesueur, 1829. Sphargis a donc bien la priorité et doit être employé. 
M. P. J. Van Beneden se sert indififéremmént de Dermaiochelys et de Sphargis. 

(*) H. V. Meyer, Miltheilungen an Professor Bronn gerichtel. Neues Jahrbuch F. 
MINERALOGIE, Geognosie, GEOLOGIE u. Petrefactenkdnde (K. G. Leonliard, u. H. G. 
Bronn), 1847, p- 579. M. Seeley se trompe quand il dit que H. v. Meyer créa le terme 
Psephophorus en 1846 (H. G Seeley, Note on Psephophorus polygonus, v. Meyer, a 
uew Type of Chelonian Reptile allied lo ihe Leathery Turtle. Qdart. Journ. Geol. 
Soc. LONDON, 1880, p. 406) ; le célèbre paléontologiste allemand signala bien l'animal 
cette année [H. v. Meyer, Miltheilungen an Professor Bronn genchtet. Neues Jahrbuch 
F. Minéralogie, Geognosie, Géologie u. Petrefactenkunde (K. C. Leonliard, u. H. G. 
Bronn), 1846, p. 472], mais il ne le nomma qu'en 4847. 

M. Th. Fuchs reconnut, le premier, explicitement, la nature chélonienne de ce fossile 
(Th. Fuchs, Reisenotizen aus Italien. Verhandlungen d. k. k. Gkologiscren Reich- 
sanstalt. Wien, 1874, p. 220). 
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r. Psephoderma {*) v. Meyer, 1858, 

iT. Protostega (* ), Cope, 1 87 1 . 

t. Protosphargis {^), Capeliini, 1884. 

Or, nos ossements se distinguent : 

K. De Sphargis (ac(ael) : 
A. Par la présence d*une armure osseuse ventrale continue el indépendante 
du plastron {*\ au lieu de tubercules isolés. 



(*) H. V. Mëyer. Psephoderma alpinum aus dem Dachsteinkalke der Alpeti. Neues 
Jaurbdch F. Minéralogie, Geognosie, Géologie u. Petrefactenkunde (K. G. Leonhard, 
a. H. G. Bronn), 1858, p. 646. 

H. V. Meyer. Psephoderma alpinum aus dem Dachsteinkalke der Àlpen. Pal^on- 
TOGRAPHiCA (H. Y. Mejer), 1858, p. 346 et pi XXIX. On discute encore, il est vrai, sur la 
nature chélonienoe de ce fossile. Cependant, j'ai préféré ie considérer comme un Athecœ^ 
afin de bien montrer qu'il est différent de notre tortue de Boom. 

M. Baor (G. Baur, Notizen, etc., III, p. 68i) se trompe lorsqu'il dit, après avoir 
aflSrmé que Psephoderma rentre dans les Cbéloniens, que cet animal n'est cité dans 
aucun travail sur cet ordre. En efifel, MM. Gope [On the Homologies^ etc., p. S44) et 
Seeley {Psephophorus, etc , p. 443), notamment, en ont parlé : le premier, pour l'altri- 
bner aux Athecœ, et, le second, pour nier son essence cbélonienne. 

{*) E. D. COPE, Sketch of an Expédition in the Valley of the Smoky HUl River in 
Kansas, Proc. Amer. Philos. Soc, i874, vol. Xll, 2, n« 87, p. 475. 

E. D. CoPE, The Veriebrata of the Cretaceous formations of the West. Rep. U. S. 
Geol. surv. Territ. Washington, 4875, vol. II, p. 99. 

Quelques auteurs (0. G. Marsh, Introduction and Succession of Vertebrate Ltfe in 
America. Amer. Journ. sc. (Silliman). 4877, vol. XIV, p. 345; G. Baur, Notizen, etc., 
III, p. 687) adoptent, pour cet animal, le nom de Atlantochelys, L. Agassiz, 4848, proba- 
blement parce que M. Gope lui-même (E. D. Gope, A description of the genus Protos- 
tega, a Form of Extinct Testudinata. Proc. amer. Philos. Soc., 1873, vol. XII, p. 433} a 
admis l'égalité : Atlantochelys =s Protostega. Mais, puisque : 

4. Agassiz (L. Agassiz, Proc. Acad. nat. sc. PhUadelphia, 4850, vol. IV, p. 46 n'a 
donné, ni description, ni figure de son Atlantochelys ; 

% M. J. Leidy (J. Leidy, Cretaceous Reptiles of the United States. Philadelphia, 4865, 
p. 43) a placé le spécimen-type dans le genre Mosasaurus, auquel il n'appartient assuré- 
ment pas; 

3. Ge spécimen-type consiste simplement en un fragment d'humérus, tandis que les 
restes décrits par M. Gope compreAnent une série de pièces, dont beaucoup tout à fait 
caractéristiques; je crois qu'il est préférable de se servir du terme Protostega. 

(S) G. Gapellini, // Chelonio veronese (Protosphargis veronensis. Cap.) scoperto 
nel i8S2 nel cretaceo superiore presso Sant'Anna di Alfaedo in Valpolicella, Rkalz 
ACCADEMIA DEI LiNCEi. Auno CGLXXXI (4883-84). 

(*) M. P. J. Van Beneden [Ossements de Sphargis, etc., p. 665) dit que, chez Sphargis 
(actuel), « la peau du ventre et du dos est incrustée de plaques polygonales formant une 
mosaïque ». Cependant, comme Paul Gervais Ta déjà reconnu [P. Gervais, Ostéologie du 
Sphargis Luth {Sphargis eoriacea). Nouvelles archives du Muséum d'Histoibe natu- 
relle DE Paris, 4873, t. Vlll, p. 223], l'armure ventrale ne se compose, dans le type 
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B. Par ane carapace à conTexiié transversale très faible, au lieu qu'elle soit 
fort prononcée. 



d'aujourd'hui, que de tubercules OYalaires, distants les uns des autres et formant des 
séries isolées, quoique disposées régulièrement par lignes longitudinales. 

M. A. Smith Woodward a donc tort de reprocher (A. S. Woodward, On Leathered 
TurtleSf Récent and Fotsil, and their occurrence in British Eocene Deposits. Prog. 
Geologists' Assoc, 1887, vol. 10, n» 1, p. 13) à M. Seeley d'avoir nié l'existence d'une 
armure ventrale (dans le sens d'un bouclier osseux composé d'une mosaïque continue de 
plaques) chez l'unique Athèque de nos jours. Ni le mémoire de Paul Gervais, ni l'obser- 
vation directe (autant que j'en puis juger par noire spécimen de Sphargis coriacea) ne 
l'autorisaient à cela. 

La différence entre Sphargis (actuel) et la tortue de Boom sera donc déjà bien réelle, 
si, sans aller plus loin, celle-ci a une armure ventrale osseuse continue, ainsi que je vais 
m'efforcer de le prouver. Toute démonstration serait évidemment inutile, si nous avions 
exhumé les ossements rupéliens nous-mêmes, puisqu'ils formaient des individus entiers 
dont les pièces squelettiques étaient plus ou moins dans leurs connexions anatomiques; 
il suffirait d'exposer les faits. Mais puisque ces ossements sont venus en notre posses- 
sion par fragments, il est indispensable que je fasse connaître les motifs qui me con- 
duisent à penser qu'il existait un bouclier ventral osseux continu; les voici : 

1. Les ouvriers de qui nous avons acquis les restes nous ont déclaré que les osse- 
ments proprement dits étaient compris entre deux carapaces parallèles, entières et 
situées : l'une au-dessus, l'autre au-dessous. 

2. M. Seeley (H. G. Seeley, Psephophorus, elc , p. 408) a déjà signalé un Albèque arec 
une armure ventrale osseuse continue. Il n'est donc pas invraisemblable d'attribuer une 
telle armure à un type de ce sous-ordre. 

8. Lorsqu'on examine la peau du ventre de Sphargis coriacea, on remarque que, outre 
les rangées longitudinales de tubercules ovalaires (qui correspondent évidemment aux 
carènes dorsales), il y a une division en champs polygonaux (indiquée superficiellement 
par des lignes noires sur fond jaune-orangé), mais sans ossification. 11 semble donc : 
«. Ou que Sphargis (actuel) a eu jadis une armure ventrale (continue et ossifiée) et que, 
par rudimentation, il n'en est plus resté que les carènes (à l'état de tubercules ovalaires); 
(3. Ou bien, qu'une armure ventrale osseuse continue est en voie de formation chez Sphar- 
gis coriacea, mais qu'elle n'en est encore qu'à la production des carènes, qui ne sont 
elles-mêmes qu'à l'état de tubercules ovalaires. 

Pour pencher en faveur de l'une ou de l'autre hypothèse, il faudrait, à défaut de la 
connaissance des ancêtres directs de Sphargis coriacea, savoir exactement le mode 
d'ossification de l'armure dorsale. Je n'ai, malheureusement, rien trouvé, ni dans Ralhke 
H Kathke, Ueber die Entwickeliwg der SchUdkrôien. Braunschweig, 1848), ni dans 
Paul Gervais (P. Gervais, Sphargis Luth, etc., v. supra)^ qui puisse m'éclairer à cetégard. 
Je serais pourtant disposé à adopter la première hypothèse, car M G. A . Boulenger veut 
bien m'informer qu'une jeune Tortue Luth du British Muséum a déjà toutes les plaques 
dorsales ossifiées eu même temps que les carènes; la seule différence avec l'adulte est 
qu'elles ne se touchent pas, mais sont séparées par des espaces tégumentaires non ossi- 
fiés. S'il en est déjà ainsi au début de l'ossification, les tubercules ventraux isolés ne 
sont pas (puisqu'ils correspondent évidemment aux carènes dorsales) le début de la for- 
mation de la carapace ventrale, mais ne peuvent être considérés que comme ce qui en 
reste, ce qui, d'ailleurs, est assez bien en rapport avec leur forme irréguiière et leur volume 
1res variable, comme il convient à des parties rudimentaircs. C'est encore d'accord avec 
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C. Par Pabsence de carènes longitudinales très saillantes et dentelées sur 
la carapace (M* 



ce fait : que Sphargis (actuel) provient assurément d'une forme plus littorale et que les 
êtres pélagiques ont des armures moins fortes que les êtres littoraux (H. N. Moseley, 
TheFauna of the Sea-Shore. Nature, 188o. — cProbably ail hard shells and skeletons... 
hâve thus originated in the littoral zone... It is found that thèse hard structures tend to 
degeneraie and disappear both in the pelagic and deep-sea régions») C'est encore d'ac- 
cord avec ce fait : que le plastron est réduit (G. Baur, Notizen^ etc., III, p. 687) Cette 
réduction aura sans doute pris naissance parce que le ventre était sufSsamment protégé 
par l'armure ventrale osseuse primitivement continue, car, où il ne semble pas y avoir 
eu d'armure ventrale osseuse {Protosiega et Protosphargis, — G. Baur, Notizen, etc., III, 
p. 687), le plastron est plus développé. 

Quoi qu'il en soit, la structure à laquelle je viens de faire allusion rend encore plus 
vraisemblable l'existence d'une armure osseuse ventrale continue chez la Tortue de 
Boom. Toute la question est de savoir définitivement si elle est allée plus loin ou moins 
loin dans l'évolution de ses armures que Sphargis (actuel). Elle serait allée moins loin 
dans le cas s ; plus loin dans le cas /3. 

4. Dans l'individu de Terhaege (le plus complet de nos trois Athèques rupéliens, au 
point de vue de l'armure dermique), il y a, outre les plaques épaisses indubitablement 
dorsales, des fragments assez étendus d'assemblages de plaques beaucoup plus minces. 
Ces dernières plaques sont, d'ailleurs, du même spécimen que les premières, puisque, 
pour Terhaege, on n'a de débris que d'un seul animal (aveu unanime des ouvriers + 
absence de réduplication d'aucune des pièces). 

Or, on ne peut les attribuer à une portion de bord, replié dans le sens ventral 
(H. G. Seeley, Psephophorus, etc , p. 409) ou non, puisque : a) Dans les tortues de Boom, 
le bord ne se replie pas dans le sens ventral; Q) Dans Sphargis (actuel), il n'y a pas 
d'amincissement sensible vers le bord; 'y) Nous avons des parties du bord de différentes 
régions de l'animal de Terhaege et il est partout beaucoup plus épais que les plaques 
miuces ; J) Il y a, dans nos assemblages de plaques minces, des rangées de grandes 
plaques entourées dautres beaucoup plus petites, rangées qui semblent indiquer que ces 
assemblages étaient plus ou moins centraux et non périphériques. 

Mais on ne saurait non plus les considérer comme intérieurs au bord, dans l'armure 
dorsale, car ils ne peuvent se raccorder à aucune des pièces centrales, nombreuses et 
variées, de cette dernière, à cause de leur trop faible épaisseur. 

Ces assemblages de plaques très minces ne peuvent donc venir du dos; ils sont, 
par conséquent, ventraux, et nous avons l'intéressant parallélisme suivant : 

Sphargis (actuel). Animal de Boom. 

«e. Peau du ventre avec des rangées a. Peau du ventre avec des rangées longi- 
longiludinales de tubercules ova- tudinales de grandes plaques osseuses, 

laires, saillants, correspondant aux très minces et plates, correspondant 

carènes dorsales. aux rangées de grandes plaques os- 

seuses, épaisses et plaies, du dos. 

Q. Peau du ventre divisée en champs /3. Peau du ventre divisée en champs 
polygonaux, mais non ossifiés. polygonaux et ossifiés. 

(*) Il y a bien, par places, de petits bombements très obtus, presque nuls, légèrement 
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D. Par le non-enroulement, dans le sens yenlral^du bord de Tarmure dorsale. 

E. Par une épaisseur beaucoup plus grande de la carapace. 

F. ? Par la présence de plaques cornées (M- 

G. Par un crâne proportionnellemeni beaucoup plus court, à os beaucoup 

plus épais, beaucoup plus large et beaucoup plus plat. 
H. En ce que les rangées longitudinales de grandes plaques sont plus rap- 
prochées; il y en avait donc un plus grand nombre. 



caréniformes, mais jamais de ces carènes aiguës et en scies, véritables sierras, qui carac- 
térisent Sphargis coriacea. 
A propos de ces carènes, il n'est pas sans intérêt de rappeler le parallélisme : 

Carapaces 



à une ou plusieurs carènes 

en scie : Non : 

m l I. 

g 1 ATHEGiE. Sphargis, Animal de Boom. 

£ ) II. ( I.Cryptodira. Peritresius. Chelone, 

2 THECOPHORA. \ 

O I ( 2. Pleurodira. Chelys, Chelodina. 

Pour Peritresius, voir E. D. Cope, The Vertehrata oj the Tertiary formations of tke 
West, Rep. U. s. Geol. Surv. Territ., vol. 111, 4884, p. 412. 

(*) Il y a, à la surface de l'armure dorsale de nos Alhèques rupéliens, un certain nombre 
de lignes rappelant les impressions des plaques cornées de la plupart des Chéloniens 
thécopbores, les Ghélonées, par exemple. Ces impressions sont régulières4 disposées eu 
arc de cercle et métamériqaement. Peut-être indiquent-elles la présence de plaques 
cornées chez l'animal de Boom. On aurait encore, dans ce cas, uu autre parallélisme : 

Carapace avec 

des plaques cornées. Non. 

« [ I- 

g l ATHECiE. Animal de Boom, Sphargis. 

il. (1. Cryptodira Chelydra, Pseudotrionyx. 

^ / THECOPHORA. . 

3. Pleurodira. Chelys. Carettochelys. 



i\ 



Pour Pseudotrionyx f voir : L. Dollo, Chéloniens du BruxelUen, etc. {w. supra). 

Pour Carettochelys, voir : G.-A. Boulenger, On a new Family of Pleurodiran Turiles- 
Annals and Mac. nat. Hist., 4887, 5« série, vol. 49, n» III, p. 470. 

A cette occasion, il n'est pas mauvais de remarquer que tous les Chéloniens ont proba- 
blement eu des plaques cornées : « 

40 Parce qu'elles apparaissent de très bonne heure chez les embryons de ceux qui en 
possèdent à l'état adulte (H Rathke, Entwickelung der Schildkrôien, etc., p. 480). 

â« Parce que Sphargis, qui n'en a plus à l'état adulte, en montre à l'état embryonnaire 
( Duméril et Bibron, Erpétologie générale, vol. II, 4838, p. 559). 

3« Parce que, chez certains types [Chelone Suyckerbuyki, Ubaghs, sur lequel je 
reviendrai prochainement), on les surprend en train de disparaître : les séparations des 
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y. De Psephoderma : 
A. Par la forme totalement différente du bord de Tarmure dorsale, qai n*est 

pas replié à Tangle droit dans le sens ventral. 
6. Par l'absence de véritables carènes sur les rangées longitudinales de 

grandes plaques, qui sont plus grandes par rapport à leurs voisines. 

C. Par une plus forte variation dans la superficie des plaques, qui sont, gêné- 

ralement, moins grandes relativement à la surface totale de la carapace. 

D. Par une épaisseur beaucoup plus considérable de la carapace. 

E. Par rage géologique ('). 
•f. De Protosiega : 

Interprété comme M. Cope («). Interprété comme M. Baur (*). 

A. En ce que Tarmure dorsale est A. En ce quMI y a une armure dor> 
constituée par une mosaïque sale continue, au lieu d*une simple 

de petites plaques juxtapo- rangée d'os marginaux rudimen- 

sées, et non par une simple laires. 

rangée d*os marginaux et 
quelques grandes plaques in- 
dépendantes, à contour limité 
par des digi talions. 

diverses plaqaes y sont encore, mais la surface vermiculée de l'os sous-jacent nous 
indique que les plaques avaient perdu leur rigidité et étaient en voie de s'en aller. 

40 A cause du mode de reproduction de la carapace [H. Gadow, On the Reproduction of 
the Carapax in TortoUes. JOURNAL OF Anatomy AND Physiolgy (Uuuiphry, Tumer, 
M« Kendrick). Janvier 4886, p. 222]. 

Quoi qu'il eu soit, j'espère que, lorsque le recollage sera plus avancé, nous pourrons 
émettre une opinion définitive quant à l'animal de Boom. 

(<) Quand on pense à certains types, comme Linguta, qui apparaît déjà dans le 
Cambrien (A. de Lapparent, Traité de Géologie, i""» édit., Paris, 4883, p. 664), on peut 
bien être tenté d'objecter que la question de temps a peu de valeur pour déterminer une 
forme animale. Cependant, il est bien connu que tous les êtres sont loin d'avoir la 
persistance du Brachiopode susnommé ; tel parait être le cas pour les Athecœ, car on a : 

1. É. actuelle Sphargis. 

2. Tertiaire Psephophorus^? Sphargis. 

3. Crétacé Protostega, Protosphargis, 

4. Trias Psephoderma, 

Dans ces conditions, il semble peu probable, du moins dans l'état actuel de nos con- 
naissances, que le genre Psephoderma, dont on n'entend plus parler aux époques 
jurassique et crétacée, réapparaisse subitement dans le Tertiaire (et encore dans l'Oligo- 
cène !) pour s'identifier avec notre Tortue de Boom. 

Enfin, je crois difficile qu'on prétende que Psephoderma aurait existé, mais qu'on 
n'aurait pas encore rencontré de ses restes, durant les périodes jurassique, crétacée et 
éocène, car ils sont bien plus préservables que ceux de Protosiega ou de Protosphargis, 
qu'on possède cependant. 

(•) E. D, Cope, Vertebrata of the Cretaceous Formations, etc , p 400. 

(>) G. Baur, Noiizen, etc., III, p. 688. 
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€. De Protosphargis : 

1 

Interprété comme M. Capellini («). Interprété comme M. Baur (*). 

A. Ed ce qu^ii y a une armure A. En ce quMI y a une armure dorsale 
dorsale, qui manque à Pro- continue, au lieu d'une simple 

tospliargis. rangée d*os marginaux. 

[3. Notre animal est donc nouveau, ou il rentre dans le genrr 
Psephophorus, 

Nous allons faire voir que c'est cette dernière détermination 
qui est justiflée, et c'est même pourquoi, au lieu de suivre fordro 
de notre énumération des genres d'Athecœ, nous avions réservé 
Psephophorus pour la fin. Laissant, dès lors, de côté Thistoire 
de ce genre intéressant, puisqu'elle a déjà été traitée par d'autres, 
nous prendrons, comme point de départ pour le caractériser, le 
travail le plus récent le concernant, celui de M. le Professeur 
H. G. Seeley ('). Or, d'après le paléontologiste anglais, on 
observerait, chez Psephophorus y les dispositions énumérées 
ci-dessous : 

A. Il y aurait, outre l'armure dorsale, une armure ventrale 
plus mince (*). 

B. La carapace serait beaucoup plus épaisse que chez Sphargis 
(actuel) (^). 

C. Il n'y aurait, comparé à Sphargis (actuel), pour ainsi dire, 
pas de carènes sur les rangées longitudinales de grandes pla- 
ques (^). 



(») G. Capellini, Protosphargù^ etc. {v. supra). 
(*) Communication verbale de ce naturaliste. 

(5) H. G. Seeley. Psephophorus, etc. [v. supra). 

{*) ... c Ând von Hauer considers thaï there is a second shield, which lies parallel lo the 
tirst, and under it, atan interval of scarcely half an inch... > p. 407. 

... « The plates are remarkable for their thickness, which sometimes amounls to nearly a 
centinieter, though most of ibem are tbinner. Towards one corner of the slab are a few 
plaies much thinner, partly covered with matrix, which look as though they might hâve 
bclonged to an under or ventral armature; ..But Psephophorus^ unlike Sphary:*, may 
bave also possessed a ventral shield of thin plates... i p. 408. 

(Sj ... d The plates are remarkable for their thickness... » p. 408. 

(6) ... c The keel is rounded ». . p. 407. D'ailleurs, l'angle plan des deux faces de la soi- 
disant carène étant, d'après M. Seeley, de 155o, il ne reste plus, pour son supplément, que 
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D. La courbure transversale de la carapace serait très faibleC). 

E. La surface des plaques serait rayonnéc d'un côté et lisse 
de l'autre (*). 

En outre : 

F. Psephophorus se rencontre, dans les dépôts tertiaires, de 
t'Éocène (^) au Néogène (*) inclusivement. 

G. Ses restes, au moins dans l'Ancien-Mondc, ont été trouvés 
dans des couches renfermant des ossements de Siréniens et «le 
Cliéloniens thécophores (Chélonées) ("). 

Mais : 

A. Notre Aihèque oligocène doit avoir eu aussi, outre l'armure 
dorsale, une armure ventrale plus mince (^). 



9S°. soi! 13°. %' entre la trace il'un plia vertical sur chaque face et l'hariioniatcj il n*; i 
évidemment là rien de comparable k ce i[u'od observe chez Siihari/ii acluct, dont les 
carènes auraient bien plutAl pour angle le suppifmeal de celui de Psepbopbvras. • 

;ij , . iTbe inlerspacesbelweenlhcrïdgcicenaïnljn'aiiledlhe concave characler visible 
in Ihe récent gcnus; and Ihis apparent Ualuess of ibe carapace... > p. 409. 

l'I ... ■ On tbe dorsat suKace. Ihe plates, cxcefl in tbe médian teel. nearlj al[ tbow l 
beanlirul radialing seuiptured arnameDl. . Ou ibc under surface the plates are perfectly 
smooth... ■ p. t08. 

{'j . . ■ He aubsequeully sbowed Ihe striLing resembla nce oflbe carapnce front NeadOrff 
wilfa one Irom tbe ZeugJodont Liruesloiie of Nonh America, whivb MQIIer liad ligured and 
comparcd wilb ihe dorsal shield of Dermaiocheliji in bis woik on Zeuglodon .. • p. WJ. 

A.-C KOCB, A'urT< Btfchreibang dex Hj'drarubos Harlani (Kocb'. Eliiei rleiemnàiiigeii 
iteeruagebeaeri und detgen EHtdeckuiig in Alabama iii yotdamerika va Frâkjahr, 
18iS, Dresde 

J. HOl^En, Ueber die/oullen Rt»t der Zeaglud'mlea von Xordamerica mil Hâcktichl 
auf die eurùpàiichea Raie au» dieitr Famille. Berlin, C. Reiiner, 1849, p. T el 
pi. XXVIl.Hg. 7. 

C. c, Cahus, Dat Kopfikelet det Zeuglodon hvdrarchos. Nov. Act. Acaii. C«sab. 
Leop. Cabol. S*Tfii. Cumos, 18.11}. vol. XXII. 2. p. 387 et pi. XXXIX, A. fig. V. 

J. D. Dana, Xaimat ofCeology. ;w édition, 1880, p.BOi 

A. S, WoohWABD, Leathery l'uTlIa, etc. p. 1i 

(*) iNeudilrff).., t v, Hauer refers'tbe sandstone there lo tbe second or upper mediterra- 
nean séries al ihe Austrian Neogene... t, p. 413. 

F. V, HitJEB, Die Géologie und ibre Ànwenduag auf die Ktnmniv der BoJeabeachaf- 
fenbeil der Oeuerr. — Cngar. Monarcbie. 1878, pp. S86 el 838. Wieii, A. HOlder, in-8». 

(■; • ... Il cornes from Heudorfl, near tbe borders of Hungary and Austria, and is 
asMciaied wilb Manatees and Chelonians of ordiaarj i;pe„. >, p. 413. 

(5) V. supra, UDie (*i, p. 9, 
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B. Sa carapace est également beaucoup plus épaisse que chez 
Sphargis (actuel) ('). 

C. Autant dire que les carènes sont nulles sur les rangées 
longitudinales de grandes plaques. 

D. La courbure transversale de la carapace est extrêmement 
faible. 

E. La surface des plaques est rayonnée d*un côté et lisse de 
Tautre. 

F. Le Ghélonien du Musée de Bruxelles a été rencontré dans 
rOligocène, par conséquent à une époque intermédiaire entre 
l'apparition et Textinction du genre Psephophorus. 

G. Déplus, ses restes ont été trouvés dans des couches ren- 
fermant des ossements de Siréniens et de Ghéloniens thécophores 
(Chélonées). 

H. Enfin^ ils ont été recueillis en Belgique; donc, au point de 
vue géographique comme au point de vue géologique, dans une 
position intermédiaire. 

3. Je crois, après ce qui précède, qu'il faut admettre que 
Sphargis rupeliensis, P. J. Van Ben., est une espèce du genre 
Psephophortis. Cette espèce est-elle nouvelle? En d'autres termes, 
le mot rupeliensis devait-il être créé? C'est ce que nous exami- 
nerons plus loin. 



II 



•■•«■ieBt boldérien (•■▼eralea). 

L Historique. — Dans la séance du 7 janvier 1871, M.P.J. Van 
Beneden lisait, à l'Académie, une notice (^) d'où nous extrayons 
le passage suivant : 



(I) En effet, la Tortue de Boom, pour l'armure dorsale, donne des épaisseurs de 10, iS, 
15 millimètres et plus, tandis que Sphargit (aciuel) ne dépasse guère 5 millimètres, 
sauf à l'endroit des carènes. 

(*) P. J. Van Beneden, Les reptiles fostiies en Belgique, Bull. Acad. roy. Belg.» 4871, 
2« sér., ?ol. 31, p. i3. 
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« M ACROCHBLYS scALDii, Van Ben. 

« Cette Tortue a été trouvée dans le sable noir ou lediestîen (<) 
des environs d'Anvers. 

» Nous n*en possédons que Thumérus, qui mesure un demi- 
métré de longueur sur 25 centimètres de largeur. 

» La tète de Thumérus repose sur un col faiblement rétréci. 

» Sous le rapport du volume, on ne peut comparer Thumérus 
du Macrochelys qu'k celui du Colossochelys de THimalaya. • 

A ma connaissance, c est tout ce que le célèbre professeur a 
publié sur cet animal. J'ignore s'il avait en vue d'identifier ce 
Ghélonien de grande taille avec le Macrochelys de J. E. Gray(^), 
ou avec celui de H. v. Meyer (^); ou si, dans sa pensée, il lui 
appliquait un nom inédit. 



(*) On sait aujourd'hui que ces sables ne sonl pas diestieus (pliocënes), mais boldériens 
(anyersiens, miocènes). P. Cogels, Considérations nouvelles sur les systèmes boldérien 
et diestien. Ann. Soc. malacol. Belg., t. XII, i877. 11 n'y a pas de doute, d'ailleurs, que 
l'os en question ne provienne des sables noirs, car un peu de sable, encore adhérent, a été 
examiné et déterminé comme tel par M. E. Van den Broeck. Quant à la localité, l'éiiquette 
du Musée dit : Anvers; fossé de V enceinte au Siuyvenberg; mais le géologue que je 
viens de nommer affirme qu'il est impossible qu'on ait atteint les couches miocènes en 
cet endroit (E. Van den Broeck, Esquisse géologique et paléontologique des dépôts 
phocènes des environs d'Anvers. Bruxelles, 1876-78, p. 69). 

(*) J. E. Grat, On some new species of Freshwater Tortoises from North America, 
Ceylan and Australia,in the collection of the British Muséum, Proczool. Soc. London, 
4855, p. 300. 

J. E. Gray, Catalogue of Shield Reptiles in the collection of the British Muséum, 
part I. Testudinata (Tortoises). London, 1855 [appelé ici, du propre aveu de l'auteur, 
Macroclemys, par suite d'une faute d'impression] (v. l'ouv. suiv. p. 64)], p. 48 et 
pi. XXXVIII-XL 

J. E. Gray, Supplément to the catalogue of Shield Reptiles, in the collection ofihe 
British Muséum, part. I. Testudinata (Tortoises). London, 4870, p. 64. 

J. E. Gray, Hand-Ust of the spécimens of Shield Reptiles in the British Muséum. 
London, 4878, p. 56. 

(3) H. V. Meyer, Mittheilungen an Prof essor Bronn gerichtei. Neues Jahrbuch FOR 
Minéralogie, Geognosie, Geologik dnd Petrefactenkunde (K. G. Leonhard, u. H. G, 
Bronn), 4858, p. 296. 

Macrochelys^ J. E. Gray, 4855, a donc la priorité, et les pièces désignées sous ce nom 
par H. von Meyer devront être appelées autrement dans l'avenir, sauf le cas, extrêmement 
peu probable, oh il y aurait identité générique entre les formes actuelle et fossile. Je 
laisse à celui qui réétudiera les matériaux du célèbre paléontologiste allemand le soin de 
trouver, pour ces restes, un terme approprié. 



Quoi qu'il en soit, je vdis m'efTorcer de montrer : 

1. Que Macrochelys scaldii, P. J. Van Benedeo, est un tj'pe 
loin différent du Macrochelys de J. E. Gray. 

2. Qu'il est aussi éloigné du Macrochelys de H. v. Meyer. 

5. Que, par conséquent, b aucun titre, ce nom ïie peut lui étie 
jippliqué, 

4. Qu'il vient se ranger dans le sous-ordre des Àthecœ et plus 
particulièrement dans le genre Psephophorus. 

II. OSTÉOLOGIE COMPARÉE DE l'hUHÉRLS DBS ChËLONIEHS. — Pour 

l'i-la, it est indispensable de procéder d'abord à une comparaison 
des humérus de diverses Tortues. INous en prendrons quatre : 
celui d'une Tortue lerrestre (Tesiudo), criui d'une Tortue fluvtn- 
lilc (^Trionyx) et ceux de deux Tortues marines (Chelone vi 
Spliargis). 
On peut y considérer; 

t. La forme généra l«. 

2. La ii[r. 

, , . „, l ■• mcdiale. 

3. Les apophyse» ('). | 



( 3. lalérate. 
4. La fosse iijiertnlwreulaire {% 

iv. enlocoudyk. 
8. eciocondjle. 
SI. eiitépicoudjle. 
0. eaéplcoaâyif. 
T. Le caaal eclépicoDdjneD. 
8. La fosse olécranieDDe. 
0. Le twrd cciépicondylien. 



!i. Les coadyles ■ 
6. Les épicondiles 



C'est ce que nous faisons dans le tableau des pages 20 et 21. 



>) Ma\ FOHBRlNGGR, Zur verijUiclifuden Aaaiornie det Sih ilttrmutlieln, JenaISCHE 

TSl^BRFFTFOH NjtTURWLSSKHSCHAPT., iS^l.p.îiT. 

'i Max Furbbjngeb, SebatiermuiMn, ac, p. HB. 
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m. Détermination. — 1. Cela posé, rimmérus deMacrochelys 
scaldiiy P. J. Van Ben : 

A. Par sa forme générale, 

B. Par sa tête, 

G. Par son apophyse luédiale, 

D. Par son apophyse latérale, 

E. Par sa fosse intertubercalaire, 

F. Par ses coodyles, 

6. Par son ectépicondyle, 

H. Par son canal eclépicondylien, 

I. Par son absence de fosse olécranienne, 

K. Par la nature de son bord eclépicondylien, 

concorde complèlemenl avec Sphargis et doit, par conséquent, 
rentrer dans les AtLecœ, 

2. Il ne peut donc èlre identifié avec ilacrochelys, J. E. Gray, 
qui appartient aux Chelydridœ, 

3. Il ne peut davantage Têtre avec Mact^ochelys, H. v. Meytr, 
puisque celui-ci est rapproché A'Emys par le célèbre paléonto- 
logiste allemand. 

4. Il ne peut, dès lors, s'appeler Alacrochelys, attendu que ce 
nom sert déjà è désigner un autre Ghélonien. 

5. A. Par la comparaison directe avec Thumérus de notre 
Psephophorus oligocène. 

B. Par son volume. 

C. Par son âge géologique ('). 



(I) Je crois qu'il y a lieu de rapporter, au moins provisoirement, tous les Âthëques 
tertiaires au genre Psephophorus. En effet, ceux qu'on n'a point placés dans ce dernier 
genre ont été mis dans le genre Sphargis. Or, on n'a qu'une seule raison pour les attri- 
buer à celui-ci : c'est la forme polygonale des plaques ; tandis qu'on en a trois pour les 
considérer comme Psephophorus^ savoir : 

1. La forme polygonale des plaques. 

S. Leur épaisseur énorme, comparée à ce qu'on voit chez Sphargis coriacea. 

,3. L'absence, sur tous les fragments connus, de carènes élevées et en scie, comme on 
en observe chez Sphargis et comme on en aurait bien certainement trouvé, ne fût-ce 
qu'une seule fois, si elles avaient existé chez les Athëques teriiaires exhumés jusqu'à 
présent. 

Je pense donc que, jusqu'à nouvel ordre, tous les Ghéloniens tertiaires, actuellement 
connus, du groupe des Athecœ doivent être dénommés génériquement Psephophorus et 
non Sphargis. 
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Je crois qu'on doit ie placer dans le genre Ptephophorus. 
ForTDe-t<il une espèce parliculiére? En d'autres termes, le mot 
Scalàii devait-il être créé? C'est ce que nous examinerons plus 
loin. 

III 

Ouemeato acal El ■■«>■. 

f. Historique. — Ces ossements ontété recueillis parM.Delheid 
dans les dépôts scaldisiens d'Anvers. 

li. Dëterhihation. — Par des considérations de même nature 
i|ue celles que je viens de développer, considérations sur 
lesquelles je m'étendrai ultérieurement, on parvient à démontrer 
que les pièces scaldisiennes consistent en : 

i. Radios droit, 

s. Première plialange da deuiléme doigt, 

S. Fémur gauche, 

f[ qu'il y a lieu de les rapporter au genre Psephopkorus. 
A quelle espèce? C'est ce que nous examinerons bientôt. 



IV 



Pacybayh*raB. 

I. DiAGNOse — partant de ce qui précède et particulièrement 
(voir note 1, p. 23) du fait que tous les Atliéques tertiaires actueU 
liment connus doivent élre rapportés, au moins jusqu'à nouvel 
ordre, au genre Ptephophorus, nous aurons : 

PsEPBOPHoncs, V, Meyer, 1847. 

1K39 Otineion. Marcel de Serres, Dubreull et B. Jeanjeao, RechercKtt 
tur les ouemeiUi humalilet dis cavernes de Luntl- 
rw/,4»,p,Kil. 
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1847. Psephophorus. H. y. Meyer, Neues Jahrbuch f. Minéralogie, Geogno»ie, 

Géologie u, Petrefactenkunde (K, C. Leonhard u. 
H. G. Bronn\ p. 579. 

1848. Sphargis ('). P. Oervais, Dictionnaire universel d'histoire naturelle 

(Ch. d'Orbignyl t. XI. p. 56. 

1849. IZeuglodon. J. Mûller, Ueber die fossilen Reste der ZeuglodotUen 

von Nord^Amerikaj p. 34. 

1871. Macrochelys, P. J. VaD Beneden, Bull. Acad, roy. Belg., t. XXXI, p. 13. 

Chëlonien alhèqiie avec : 

1. Une armure dermique osseuse dorsale composée de plaques 
polygonales formant une mosaïque continue. 

2. Une armure dermique osseuse ventrale composée de 
plaques polygonales formant une mosaïque continue. 

3. Dans ces armures, des rangées longitudinales de plaques 
plus grandes, sans carènes en scie, non contiguês et moins espa- 
cées que chez Sphargis. 

4. Carapace dorsale beaucoup plus épaisse que chez Spfiargts, 
beaucoup plus plate transversalement, à bord plus ou moins 
tranchant et non enroulé dans le sens ventral; cordiforme en 
arrière et avec une échancrure nuchale bien prononcée (*). 

5. ? Un revêtement de plaques cornées. 

6. Crâne beaucoup plus court, beaucoup plus large et beau- 
coup plus plat, avec os beaucoup plus épais que chez Sphargis. 

II. Distribution géographique et géologique. 



(1) C'est dans le Dictionnaire de d'OrbigDy^et non dans la Zoologie et Paléontologie 
françaises, comme on l'a dit (P. J.Van Beneden. Ossementsde Sphargis^ etc , p. 672), que 
Paul Gervais fit rentrer l'animal de Vendargaes dans le genre Sphargis. 

(>) Ce qui montre que, comme chez Sphargis, la tête n'était point susceptible de 
rentrer sous la carapace, conclusion en rapport avec l'existence de fosses temporales 
protégées par une voûte osseuse, laquelle prouve, en outre, que ladite tête n'était point 
non plus ramenée latéralement sous le bord de la carapace, comme on devait s'y attendre. 
(B. Lydekker-G A. Boulenger, On Chelonia from the Purbeck, Wealden and London- 
Clay. Geoi.ogical magazine, juin, 1887, p. 273;... «tbe anterior border of the nucbal bone 
is broadly emarginate, a cbaracier which occurs in none of tbe Pleurodira, for the reasou 
tbat the head takes shelter on tbe side ; but is found in ail Cryptodira in which the head i.s 
particularly large and non-retractile, with the temporal fossœ roofed over by bone, as in 
Chelydra, Plaiystemumy Chelone, etc. . i). 



24. 
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III. Espèces. — A ma connaissance^ quatre espèces ont été 
décrites jusqu'à présent ; ce sont : 

1. P. polygonus, H. v. Meyer, 1847. 

2. P. (Sphargis) pseudostracion, P. Gervais, 184^. 

3. P. {Macrocheiy») Scaldii, P. J. Van BenedeD, 1871. 

4. P. (Sphargis) rupeliensis P. J. Van Beneden, 1883. 

Sont-elles réellement distinctes? Il est, pour le moment, fort 
diflScile d*en juger, car aucune d*elles n'est connue par un sque- 
lette complet et les pièces préservées d'un côté manquent souvent 
de Tautre. Je propose donc de conserver, au moins provisoire- 
ment, les quatre espèces ci-dessus dénommées. Quant à celles 
qui n'ont pas reçu de nom : 

1. En raison de la ressemblance du fossile de TAlabama et 
de P. rupeliensis, P. J. Van Ben., d'une part, et de celle du 
fossile de Bracklesham et du premier, d'autre part , de les com- 
prendre, jusqu'à nouvel ordre, sous le même terme. 

2. En raison de la (aille et de la position géologique, d'appeler 
les fossiles scaldisiens, jusqu'à plus ample informé, P. Scaldii, 
P. J. Van Ben. 



■«ea Athée». 

Après ce qui précède, il convient maintenant d'examiner : 

I. Les relations des Âthecœ entre eux; 

II. Leurs relations avec les Thecophora. 

I. RbulTIONs des ATHECiE ENTRE EUX. — Quoi qu'on puisse 
penser de la position à donner aux Àthecœ dans la classification, 
je crois qu'on s'accordera à grouper les genres qu'ils comprennent 
de la manière ci*après : 

Une armure dorsale formée d'une ( 1. Spkargis 
mosaïque de petites plaques < ± Psephophorus, 
ATHECiC { polygonales : SPHARGiDiDiE. ( 3. Psephoderma. 

Non : PaoTOSTEGiDiB 5 J ^ ? ' . 

2. Prolosphargts, 
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II. Relations des Atheca et des Thecophora. — Les Àthectt 
|)i-uvent, à l'égard des Thecophora, se comporter de trois façons 
dilTérenles ; 

1. Ou les Àthecœ descendent des Thecophora ('); 

% Ou les Thecophora descendent des Athecœ (^) ; 

5. Ou les deux groupes sont indépendants et se sont déve- 
loppés, soit d'une souche commune (origine monophylétique 
des Chéloniens), soit de deux souches différentes (origine poly- 
phylélique des Chéloniens). Dans ce dernier cas, les ressem- 
blances entre Athèques et Thécophores seraient uniquement 
le résultat de la convergence (>) de ces types sous l'influence 
de causes h déterminer. 

I . Cette hypothèse a été récemmcnl défendue par M. G. Baur. 
Voici les motifs que ce naturaliste indique pour justifier son 
opinion : 

\. Chez Eretmochelys, qui est pourtant une Chélonée, la face 
externe des plaques costales (de la troisième à la sîiième) se 
détacherait, par délamination, pour constituer une mosaïque, 
roinme celle qu'on observe chez Sphargis. 

R. Dans ce dernier, les divers éléments du crâne se com- 
porteraient comme chez les Chélonées, et notamment comme 
dans le genre Eretmochelys. 

C On aurait, en outre, ta série continue : 

•. Caouana : deux grittea ; 

3. Enlmocliilys : une (ou parfoU deux) griffe; 

y. Spitargts : pis de griffe». 

I). La forme du plastron, qui, chez Sphargis, ne peut étrv 
primitif, puisqu'il est réduit et que, entre autres choses, il a 
perdu l'entoplaslron. 

E. La présence d'une plaque nuchale chez Sphargis. 



:\ G. Bjldb, Noiiim. «te., Il), p. 6tl7. 

!■) MoD point de Sphargis, bien entendu, mais de Ijpes dlsparas et moiui ipéciilisAi. 

('I G. VoGT, Quelque* kirtiiet danviniiiei. Revdb kiektifiode, 16 oct^re I886- 

.m. 
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F. La structure des vertèbres cervicales, où, en particulier, 
la quatrième serait biconvexe chez Sphargis comme chez les 
Ghélonées. 

G. Le fait que les os marginaux, qui manquent chez Sphargis^ 
deviennent rudimentaircs chez Eretmochelys, tandis que, d*autre 
part, ils le sont aussi chez Protostega et chez Protosphargis. 

H. La faible longueur de la première côte chez Sphargis 
comme chez les Ghélonées. 

l. L'aplatissement de la face dorsale des neurapophyses, qui, 
selon M. Baur. ne pourrait exister que chez un animal ayant eu 
des plaques neurales. 

Reprenons, un à un, ces arguments et discutons-les. 

A. Pour M. Baur, les Athecœ sont des Ghélonées très spécia- 
lisées dont Tarmure dorsale s*est formée par délamination en 
mosaïque de la carapace d*un ancêtre thécophore. 

Mais, quelle que soit Torigine que Ton donne à la carapace 
des Athèques, il est clair que cette origine doit être la même 
pour toutes les portions de ladite carapace. Or, la carapace des 
Ghélonées présente des fontanelles. Si donc la carapace des 
Athèques dérivait de celle-là par simple délamination, elle 
devrait aussi présenter des fontanelles, ce qui n'est pas. 

Admettra-t-on que ces vides ont existé jadis chez les Athecœ, 
et qu'ils ont été comblés postérieurement par des ossifications 
dermiques qui se sont justement trouvées être polygonales 
comme celles dérivées des plaques costales? Nous n'avons 
aucune preuve en faveur de cette interprétation et, pour tout 
dire, elle n'est pas même vraisemblable. 

Ou préfère-t-on supposer que les ancêtres des Ghélonées 
avaient une carapace sans fontanelles et que, de cette souche, 
se seraient développés : par délamination, les Athèques, et, par 
formation de fontanelles, les Ghélonées actuelles. Mais cette 
hypothèse est contraire aux données embryologiques et paléon- 
tologiques. Aux données embryologiques, car les tortues théco- 
phores à carapace sans fontanelles ont d'abord une carapace à 
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fontanelles pendant le jeune âge, tandis que Tinverse n*a jamais 
lieu. Aux données paléontologiques, car on connaît des tortues 
fossiles terrestres ou paludines(ce sont même des plus anciennes, 
— Thalassémydes, Rûtimeyer), dont la carapace offre des fonta- 
nellesy tandis qu'on ne connaît point de tortues marines ihéco- 
phoresy ni vivantes ni fossiles, dont la carapace en serait dépour- 
vue. D'ailleurs, pour qu'une carapace sans fontanelles se soit 
transformée en une carapace à fontanelles, il faudrait que cette 
transformation eût présenté une utilité quelconque dans la vie 
pélagique. Mais Texistence, côte à côte, à l'époque actuelle, de 
deux types marins, l'un avec carapace sans fontanelles (Sphargis) 
et l'autre avec carapace à fontanelles (jCheloné)^ montre que cette 
structure n'est pas une exigence du milieu. 

D'autre part, il me parait difficile de refuser aux tubercules 
osseux de la peau du ventre de Sphargis (surtout à cause du 
bouclier ventral osseux continu de Psephophorus) la même 
origine qu'à l'armure dorsale. Si donc cette dernière est née par 
délamination de la carapace d*un Thécophore, les tubercules 
doivent aussi provenir de la délamination du plastron dudit 
Thécophore. Mais, chez Sphargis, les rangées longitudinales de 
tubercules et l'anneau constituant le plastron ne se superposent 
pas. Comment, par conséquent, les premières auraient-elles pu 
se détacher du second par délamination? 

D'autre part encore, les armures polygonales à^Osiradon^ de 
Polacanthus (t) et de Glyptodon (') présentent une ressemblance 
trop considérable avec celle des Sphargididœ pour que toutes ne 
proviennent pas d'une même source ('). Mais personne n*a 
jamais songé à faire dériver celles des trois premiers par une 



(*) J. W. HuLKE» Supplemtntary Note on Polacanthus Foxii, deseribing ihe Porgal 
and Mome parti of the Endoskeleton imperfectly known in 18S4. Proc. Rot. Soc. 
LoRDOif. Janvier 4887, p. 16. 

(*J G. BURMEISTEA, Monografia de ht C{jfptodontei en el Museo Publico de Buenos 
Aires. ANAL. Mus. Pdb. BuEifOS-AiRES, fol. II, 1870-74. 

Si l'on 86 souvient de Tarmare eaudale de Ceratocheiys (v. supra), on reconnaUn qno 
Tanalogie est encore poussée plus loin ici. 

(>) Il va sans dire que je n'entends nullement, par cette citation, faire un rapprochement 
quelconque, an point de vue de la parenté, entre les types mentionnés. 
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délamination des côtes. Pourquoi, dès lors, vouloir agir autre- 
ment avec les derniers? 

Il est vrai que M. Baur accorde que la carapace des types 
terrestres primitifs, dont proviendraient tous les Chéloniens, 
aurait d'abord été composée d'une mosaïque de petites plaques 
polygonales, d'origine dermique; que cette mosaïque serait 
devenue, par confluence des éléments (entre eux et avec des côtes) 
en plaques costales, la carapace des Chéloniens thécophores ; et 
que, par une sorte d'atavisme, Sphargis et ses congénères auraient 
fait retour au type archaïque. Psephoderma serait, d'ailleurs, un 
exemple de ce type archaïque. Mais, en admettant que Psepho- 
derma soit avec certitude un Ghélonien, sa carapace ne présente 
pas de fontanelles. Or, paléontologiquement {}) et embryolo- 
giquement (^), les tortues terrestres et paludines ont d'abord 
des fontanelles. Leur carapace ne peut donc provenir de la con- 
fluence, avec les côtes, de l'armure dermique ininterrompue. 

Et en admettant même que cela fût possible, je comprendrais 
une carapace d'une seule pièce formée par synostose, mais je ne 
conçois pas que des plaques polygonales se soient soudées de 
façon à constituer précisément les plaques costales. Quel motif a 
donc empêché deux plaques polygonales, situées de part et d'autre 
de la limite de deux plaques costales, de se réunir? 

Enfin, cela est encore contraire aux données embryologiques, 
à un autre point de vue : c*est que les plaques costales des Ché- 
loniens thécophores ne résultent point, dans le développement 
individuel, de la jonction des côtes et d'éléments dermiques, 
nnais elles naissent uniquement par élargissement graduel des 
côtes ('). 

D'ailleurs, si l'armure dermique de Sphargis avait l'origine 



(*) Je teux parler ici des Tbalassémydes (L. RQtimeyer, Ueber den Bau von Schalê 
und Sehàdel bei lebenden und foinilen Schildkrôten als Beùrag tu einer palàontolo- 
giichen Geschichte dieser Thiergruppe, Verhandl. d Natcrforschend. Gesellscb. 
BA8EL. Vol. VI, pp. 87, 496, i30 et i3i). 

(*} L. RQTIVBYER, Ueber den Bau, etc., pp. i5 et suitantes. 

H. Rathke, Eniwickelung d, Schildkrôten, etc , pp 49 et suivantes. 

O U. Ratbke, Entwickelung d. Sehildkrôten^ etc., p. Si e' pi. V. 
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que lui attribue M. Baur, on devrait, dans le développement 
ontogéniquede ce Chélonien, observer des côtes étroites devenant 
graduellement confluentes (pour passer par le stade thécophore), 
puis se délaminant; ce qui n*a pas lieu (*). Les côtes naissent 
étroites et restent toujours étroites; Tarmure en mosaïque se 
forme indépendamment; de même la plaque nuchale. 

Autre chose, maintenant. Les plaques costales des Thécophores 
présentent, comme d'ordinaire, les os plats : une table externe, 
une table interne, et, entre elles, du* dipioé. Si la carapace en 
mosaïque polygonale de Sphargis dérivait de la délamination de 
la table externe, la face externe des côtes devrait être constituée 
par le dipioé; en d'autres termes, elle devrait être plus spon- 
gieuse que la face interne, ce qui n'est pas. 
' Autre chose encore. J'ai fait macérer et préparer un squelette 
de Sphargis, Il existait des parties molles desséchées (tissu 
cellulaire sous-cutané) entre la plaque nuchale(située au-dessous) 
et la carapace (située au-dessus), de même qu'entre les côtes et 
la carapace. Comment serait-ce possible, si cette carapace déri- 
vait des plaques costales par délamination? Il faudrait que les 
substances molles eussent été contenues à l'intérieur des os. 

Autre chose, enfin. Si la plaque nuchale et les côtes ont 
persisté après la délamination de la carapace, que sont donc 
devenues les plaques pygales? Auraient- elles disparu? Mais 
je ne vois pas en quoi elles pouvaient être plus inutiles que la 
plaque nuchale. M. Baur devrait au moins s'expliquer là-dessus. 

Un mot pour terminer. Si nous laissons de côté Psephoderma, 
dont la nature chélonienne n'est pas absolument sûre et qui, 
d'ailleurs, ne serait pas un embarras pour nous (il s'en faut), 
nous voyons que les deux Athèques les plus anciens (Protostega 
et Protosphargis) n'auraient pas, selon M. Baur, d'armure dorsale 
superposée aux côtes. En se rapprochant de la souche, on ne se 
rapprocherait donc point des Ghélonées, ce qui est contraire à 
l'hypothèse du naturaliste de New-Haven. 

D'ailleurs, quel avantage présentait donc la délamination pour 



(«; H. Ratrke, Entwickelung d. Schildkrôten, etc., pi. IV, fig. 3. 
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s'être fixée? Les Ghélonées existent, d'après ce que nous en 
savons actuellement, au plus tôt depuis le crétacé inférieur (*); 
les Àlhecœ, au moins depuis le crétacé supérieur (3). Les der- 
nières ne seraient donc pas beaucoup plus récentes que les pre- 
mières. Et, depuis cette époque, ces êtres ont vécu côte à côte 
pour en arriver à ce que les Athèques ne soient plus représentés 
de nos jours que par un seul genre et espèce, tandis que les 
Ghélonées persistent nombreuses et variées. Si ceux-là dérivent 
de celles-ci, il faut avouer qu*elles auraient mieux fait de rester 
ce qu'elles étaient; elles feraient aujourd'hui encore partie d'un 
groupe florissant au lieu de marcher à grands pas vers leur 
extinction. 

En résumé; nous ne croyons pas, quelque séduisantes que 
puissent être les raisons de M. Baur, concernant la carapace, 
qu'elles soient suffisantes pour nous faire admettre la délamination. 

Mais alors, que sont donc les plaques polygonales d'Eret- 
mochelys? Il n'y a pas à douter de leur existence, puisque 
M. Baur les a constatées. 

D'autre part, la compétence de ce naturaliste est trop bien 
établie pour qu'on puisse penser qu'elles soient le résultat d'un 
accident arrivé posl moriem. Cependant, cette disposition en 
mosaïque n'est-elle pas purement individuelle? Je serais porté à 
le croire, car W. Vrolik (') a figuré un crâne humain ainsi 
ossifié par un grand nombre de centres et divisé en une foule 
de petits champs réunis par suture. Il serait très désirable que 
le naturaliste de New-Haven donnât de bonnes figures de sa pré- 
paration et indiquât chez combien de spécimens d^Erelmochelys 
il a vu la délamination se produire. On pourra alors juger de sa 
valeur dans la question qui nous occupe. 



(*) L. RQTIMETCR, Ueber den Bau, etc., p. i2H. 

G. A. Maack, Die bii jetzt bekannten fossilen Schildkrôien und die im oberen Jura 
bei Kelheim {Bayem) und Hannover neu aufgefundenen àltesten Arien der$elben, 
Palaeontocraphica, 1869, p. Ui. 

(*) G. Capelliki, Protosphargis, etc. (v. $upra). 

(S) W. Vrolik, Tabulas ad illusir. embryo. hom, et mammat., etc. Amstelodami, 1849. 
Oêteogenesis imperfeeta, pi. XCl, fig 4 et 9. 



32. — 170 — 

B. Je ne trouve pas, comme le dit M. Baur, que les éléments 
du erànc soient groupés chez Sphargis comme chez les Chélo- 
nées. Ainsi que M. A. S. Woodward la déjà fait remarquer (<), 
il y a de sérieuses divergences (sur lesquelles je reviendrai en 
détail dans ma Deuxième note sur les Chéloniens oligocènes et 
néogènes de la Belgique), notamment dans les choanes. 

Laissant de côté la similitude due à la voûte osseuse proté- 
geant les muscles temporaux ('), je crois que la structure des 
narines internes suffirait à elle seule à empêcher de faire 
descendre Sphargis des Chélonées. En effet, les choanes de 
Sphargis sont plus antérieures que colles des Chélonées (^). Or, 
parmi les Amniotes adaptés à la vie aquatique, ce qu*onobserve(*), 
c*est que plus cette adaptation est profonde, plus les narines 
internes reculent vers Toccipital, tandis que Tinverse n'a jaofiais 
lieu, et c'est précisément ce qu'il faudrait dans la théorie de 
M. Baur. 

En outre, chez les Chélonées, les ptérygoïdiens s'étalent en 
lames et couvrent presque toute la base du crâne : c'est évidem- 
ment une disposition secondaire. Eh bien ! elle n'existe pas chez 
Sphargis, qui, sous ce rapport encore, est plus primitif que ses 
soi-disant ancêtres thécophores! 

C. Cette série est très jolie, mais elle n'existe pas, car il y a des 
Caouana à une griffe et des Erelmochelys à deux griffes ('). 
C'est même pour des Chélonées à deux griffes que ce dernier 



(M A. S. Woodward, Leathery Tunles, etc., p. 5. 

{^) C'est là, ou une pure affaire d'adaptation, ou un caractère primitif conservé dans 
divers groupes (voir note â, p. S4). Dans le premier cas, il n'a pas d'importance pour 
établir des liens de parenté, et, dans le second (qu'admet M. Baur, comme il me Ta dit 
yerbalement, et sur lequel je reviendrai bientôt). Sphargis est au moins aussi primitif que 
les Chélonées. 

(>} c.In frout, the vomerine bone is connected merely with the premaxillae, and there 
are no palatal outgrowihs of the maxillae, throwiug the aperture of the posterior narcs 
slightly backwards, as is the case in the living turtle... > A. Smith Woodward, Leathery 
Tardes, etc., p. 5. 

{*) Crocodiliens, notamment (T. H. Huxley. On Stagonolepis Robertsoni, and on the 
Evolution 0/ the Crocodilia, Quart. Journ. Scol. Soc. LoMnoM, 4875). 

i>) A. Strauch, Chelonologische Studien, MÊM. AcAD. Se., ST-PtTERSBCURG, i863, 
p. 61 
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genre a été créé (*). La forme où la délamination commencerait 
n'est donc pas plus rapprochée, sous le rapport des membres, 
de SphargiSf que les autres Chélonées chez lesquelles on ne Ta 
pas constatée. 

Et puis, qu'est-ce que la série de M. Baur prouverait? Que, 
sous le rapport des nageoires, Sphargis est plus adapté a la vie 
aquatique que les Chélonées, et voilà tout. 

D. Le plastron de Sphargis est plus réduit que celui des Ché- 
lonées. Cela empêche évidemment que celles-ci ne dérivent de 
celui-là. Mais cela démontre-t-il l'inverse? En aucune façon. 
Sphargis peut ne rien avoir à faire avec les Chélonées ; il peut 
descendre d'autres types avec plastron complet et avoir subi 
ensuite une réduction (*). 

D'ailleurs, en ce qui concerne les autres Athecœ, le plastron, 
de l'aveu de M. Baur, est moins réduit, et il ne m'est pas prouvé, 
avec ce qu'on en connaît ('), qu'ils aient déjà perdu l'ento- 
plastron. 

E. Que signi6e la plaque nuchale de Sphargis, si ce n'est pas 
un reste de la plaque nuchale des Chélonées? dit M. Baur. Mais 
que signifie le stylet du cormoran (Phalacrocorax bicristatus) (*)? 
Que signifie le bouclier lombaire du chevrotain (Tragulus 
kanchil) (»)? 

Ce qu il y a de certain, c'est que celle plaque est très ancienne 
dans le développement phylogénétique, puisque,dans l'ontogénie, 
elle apparaît de très bonne heure, avant les plaques marginales 
et pygales, qui manquent à Sphargis (^) et aux Trionychoïdea. 
Il est donc possible qu'elle existait chez les ancêtres des Chélo- 
niens lorsqu'il n'y avait pas encore de carapace. 



(«) A. Stbauch. Chelonologische Studien, etc., p. 60. 

(«) Voir note 4, p. 9. 

(») E. D. CoPE, Verteln-aia of the Crelaceous formations, etc., p. iOO.. • There arc 
also 8ome siender dUnred bones which probably pertain to ihe plastron... » 

G. Capellini, Proto8phargi$, etc., pi. ill. 

(*) Pour la bibliographie, voir: L. DOLIO, Cinquième note sur les Dinosauriens de 
Rernissart, Bdll. Mes. RoY. HiST. Nat Belg., t. Ill, 4884, p. 432. note 2. 

(») J. E. Gray, On ihe Bony Dorsal shield ofthe maie Tragulus Kanchil, PROC ZooL. 
Soc. LONDON, 4869, p. 236. 

(«) H. Rathke, Entwickelung der Scbildkrôten, etc., pp. 408 et 409. 



A quoi sert-elle? Elle ofire un point d'attache h quelques 
muscles de la nuque ('), comme le cartilage nuchal des Cépha- 
lopodes, dont elle parait éire Vanalogue. 

D'autre part, elle est réunie h la deuxième côte par une apo- 
névrose qui passe dans celle réunissant, à droite et à gauche, 
loLiies les côtes sur toute leur longueur {'). Ce n'est peut-âtre 
(prune ossification de cette aponévrose. Donc une formation ana- 
logue au bouclier du chevrotain. 

Mais elle est d*abord cartilagineuse ? Cela peut être secondaire. 
Kn effet, la clavicule n'était pas, à l'origine, préformée en carti- 
lage. Elle l'est pourtant devenue depuis ('). 

Renferme-t-elle, comme l'a suggéré M. Baur (*), des restes 
lies côtes de la dernière vertèbre cervicale? C'est possible. Car si 
<'lle est reliée caudalementauxcôles par une aponévrose, pareille 
disposilion a pu avoir lieu craniaicmenl. Cela étant, si, comme 
rela arrive pour les côtes dorsales de Teitudo, la portion de )a 
côte s'otiachant sur la colonne vertébrale vient à disparaître, les 
côtes de la dernière cervicale ont dû rester suspendues à la 
[ilaque nuchale. Si l'inlerpréiation du morphologistc de New- 
lliiven venait à être définitivement prouvée, elle démontrerait, 
une Tois de plus, l'existence très ancienne de ladite plaque, car 
celle-ci remonterait à l'époque où il y avait encore des côtes cer- 
V icales osseuses et bien développées, c'est-à-dire à un stade véri- 
lablement préchélonien. 



.1) Remplaçant l« Uiia<neni<im nachœ in Haoïmirércï. Si l'opinion de H. Baur 
.il'aprÈs laquelle les crAnes de Chélaniïns 1 laûle temporale termiie sont pri mi lits) etl 
vraie, les ijToania iiTiei doivent avoir eâstà d'abord, el il n'est pas lurprenanl qu'une ipo- 
nâtroae se soit ossiAée |wur constituer la plaque nuchale et offrir un solide point il'appni 
.lut muscles detanl les souienir ou les faire mouioir. Cette eipliealion trouve une cooGr- 
inaiion dans la manière relei'ée doni les Te»iido, par eiemple, parlent la Mte eu 
iriuithanl. Siogutière coïncidence, selon une obseriatlon inédite de H. Jatti, que Teni 
tiieti me coiiimoDiquer mon excllenl ami Paul Pelscneer, LoUgopiis, parmi les Cépbil» 
poites, progresse aussi atec la tète reletée. 

II. Rathke, Enlwleketung dtr Schadkrëun, etc., pp. 1S6,160 el 3S». 

(*) H. RathkE, f'ifiujctrelunjr dcrScArfdA:rùI«n,etC„p, 107. 

1>I C. GEGENBkl'B, OVuiidrAi lier vergleichendta Anaiomit, p. JHH, Leiptig, I87M, 
*• iofiage. 

(•) G Bai'R. yi-liif», elc . III, p. 688. 
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La plaque nuchale a donc pu, ultérieurement, contribuer h 
former la carapace, mais il n'est pas nécessaire qu'elle en ait tiré 
son origine par délamination. 

F. Que prouve la structure des vertèbres cervicales? Peu de 
chose, semble-t-il. On sait qu'elles sont très variables, chez les 
Chéloniens, de genre à genre et même d'espèce à espèce (<); 
que dis-je, d'individu à individu (^). C'est ainsi que la Ghélonée 
que j'ai observée n'a pas la quatrième cervicale biconvexe, mais la 
cinquième. Dans ces conditions, une quatrième cervicale bicon- 
vexe chez les Chélonées et chez Sphargis^ est-ce une forte preuve 
de parenté? 

EnGn,des spécialisations très particulières ne sont pas toujours 
un signe de relations proches entre les êtres qui les possèdent. 
Exemple: Parrudimentation du pédicule des neurapophyses (3), 
dans la région cervicale, le canal rachidien et les canaux pour 
les artères vertébrales deviennent confluents (de sorte que 
lesditcs artères ont l'air de passer dans le canal rachidien) 
chez les Tylopodes (*) et le fourmilier {Myrmecophaga) (*). 
C'est bien là un caractère rare, puisqu'il n'existe, à ma connais- 
sance, en dehors d'eux que chez Machrauchenia (*) ; et autre- 
ment rare, on en conviendra, qu'une quatrième cervicale bicon- 
vexe chez les Chéloniens (^). Eh bien! Placera-t-on pour cela, 
dans un même groupe, les Mammifères prénommés? Évidemment 
non. 

G. Les os marginaux seraient sans doute un point com- 
mun entre Athèques et Thécophores, s'il était bien certain 
qu'ils existent chez les premiers. Mais Sphargis n'en a pas, Pse- 
phophorm non plus, et Psephoderma pas davantage. Proto- 



(•) L. Vaillant, Mémoire sur la disposition des vertèbres cervicales chez les Chélo- 
niens, Annales des Sciences naturelles. Zoologie, t. X, iS79-80, pi. So, p. 8D. 

(<) G. Bacr, Notizen, etc., II. ZOOLOGISCHER Anzeiger, U février i8S7, p. 100. 

(5) Comir.unication verbale de M. le prof. D' P. Albrecht. 

(*) W. H. Flower - H (iADOW, Osieology, etc., p. 47. 

(5) W. H. Flower -H. Gadow, Osteology, etc., p. 47. 

(«) W. H. Flower- H. Gadow, Osteology, etc., p. 41. 

(T) L. Vaillant, Vertèbres cervicales des Chéloniens, etc., p. 80. Cistudo, Testudo 
[eampanulata), Cinosternon, ont aussi la quatrième cervicale biconvexe. 
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sphargis en manquerail» selon M. Gapellini(0* Quant à ceux de 
Protostega ('), sont-ee de vrais marginaux, recevant Vextrémité 
d'une côte ? On n*a pas, je crois, trouvé de côte en place dans 
son alvéole. Or, la fossette que portent les pièces soi-disant 
marginales, ne suffit pas à démontrer qu'une côte s'y rendait. 
En effet, Psephophorus a, le long du bord, de semblables 
fossettes, mais leur nature et leur direction montrent déjà 
qu'elles n'ont rien à faire avec les côtes. 

H. En ce qui concerne la faible longueur de la première côte 
des Athecœ et des Ghélonées, ce peut être un caractère bérité 
d'un ancêtre commun, sans qu'il y ait aucun rapport nécessaire 
entre cette structure et la carapace. Dans cet ordre d'idées, il y a 
encore une différence plus grande entre la septième cervicale et 
la première dorsale des Mammifères. 

I. L'aplatissement des neurapophyses chez Sphargis peut 
résulter simplement de la présence de la carapace, sans dérnon- 
trer pour cela qu'il y a eu jadis des plaques neurales. En effet, 
un tel aplatissement existe chez certains Crocodiliens méso- 
zoïques {^), Et cela se comprend parfaitement d'ailleurs, la lame 
des neurapophyses naissant par un centre spécial (anarcual) (^) 
qui n'ossifie plus quand la lame des neurapophyses devient 
rudimentaire (par suite de la présence d'une armure dermique, 
par exemple). D'autre part, quand les plaques neurales dispa- 
raissent (P/eurotffra)(^), les neurapophyses sont-elles aplaties? 

Je crois qu'il ressort de cet examen que la descendance des 
Athecœ aux dépens des Thecophora n'est nullement prouvée par 



(*} G Capellini, Protosphargis, etc., p. 18. c . ma ne differisce per la mancanza di 
placche marginali... » 

Il est vrai que M. Baur, lors de son passage à Bruxelles, m'a dit qae dans un récent 
tojage à Bologne, il aurait découvert les os mar;;inaux qui, selon lui, auraient échappé an 
naturaliste italien. 

(*) E. D. COPE, Veriebrata ofthe Cretaceous Jormationt, elc , p. 40i. 

(») A. S. WooDWARO, Leathery Turtles, etc., p. 5. 

{*) P. Albrecht et A. Gaudry in L. DOLLO. Première note sur te Batracien de 
Bernimart. Bull. Mus. ROY. hist. nat. Belg., t. III. 1884, p. 87. 

(>) L. ROtiheyer, Veber den BaUy etc.. p. 23. 
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rargumentaliori de M. Baur, et qu'elle n*est pas même vraisem- 
blable. 

2. Actuellement, il ne me parait guère possible, d*autre part, 
de faire dériver les Thecophora des Alhecœ^ car : 

A. Ils paraissent aussi anciens les uns que les autres (*). 

B. La carapace des plus anciens Alhecœ est déjà sans fonta- 
nelles (^). Comment aurait-elle pu donner naissance à la cara- 
pace des Thecophora qui, comme Tembryologie et la paléonto- 
logie nous le démontrent, a commencé par avoir des fonianelles? 

Si c'est par soudure de Tarmure dermique des Alhecœ avec les 
côtes (ce qui est contredit par Tontogénie, d'ailleurs), les fonta- 
nelles, qui n'existaient pas, n'ont pu résulter de la synostose. 

Si c'est par disparition de l'armure dermique des Alhecœ, qui 
aurait été remplacée par une armure de Thecophora^ formée 
directement aux dépens des côtes, je ne vois pas ce que les tor- 
tues auraient pu gagner à remplacer un bouclier plus parfait 
(sans fonianelles) par un autre qui Tétait moins (avec fontanelles). 
D'ailleurs, comme j» l'ai dit plus haut, cette substitution n'est 
pas une exigence de la vie pélagique, puisque Sphargis existe 
côte a côte avec les Cliélonées. 

G. D'autre part, la réduction du plastron et surtout la perte 
de l'enloplastron s'opposent à ce qu'on cherche, dans les A thecœ, 
la souche des Thecophora. 

m 

3. Il ne reste donc plus d'autre alternative que de considérer 
tes Alhecœ et les Thecophora comme des groupes indépendants. 
Doit-on leur attribuer une origine monophylétique ou polyphy- 
létique? L'existence de pièces si caractéristiques et si spéciales 
que le plastron et la plaque nucliale, qu'on ne retrouve pas ail- 
leurs, me font penser qu'il y a lieu d'adopter la première opi- 
nion. L'ancêtre commun aurait eu déjà notamment : 



(*) Je veux appeler i'atteiition sur Chelytherium [H. v. Meyer, Reptilien aun dem 
Stubenaandxtein des oberen Keupers, Paleontocraphica, vol. XIV (1865), pp. i!20-1S4 
et pi. XXIX, fig.3-i0] etP$ephoderma{v. supra). 

(*} H. V. MCYER, Psephoderma, etc.. pl. XXIX. 

XI. 112 
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A. Un bec ; 

B. Le plastron, vraisemblablement développé, au moins en 
partie, d*un système de côtes abdominales (*), comme celui des 
Sauroptérygiens ; 

G. La plaque nuchale, vraisemblablement développée, au 
moins en partie, comme le bouclier lombaire du chevroiain (^); 
D. La première côte dorsale très courte. 

En résumé, je crois, par ce qui précède, que, dans Tétat actuel de 
nos connaissances, la division des Chéloniens en Athecœei The- 
cophora ne cesse pas d'être justifiée et c*est par cette conclusion 
que je terminerai la présente notice. Les Athecœ nous représen- 
tent, sans doute, cette série inadaptioe que le si regrettable Wal- 
demar Kowalewsky a définie pour les Ongulés artiodactyles (3), 
et dont M. W. Lèche, professeur à TUniversité de Stockholm, a 
cru retrouver un exemple chez le Galéopithèque (*), parmi les 
Insectivores. 

Gomme taille, les Ghéloniens ont culminé dans les deux séries 
(adaptive et inadaplive) : dans les 4/Aec(»,*avec Psephophorus 
(3'",00 environ); dans les Thecophora^ avec Colossochelys (id.)('). 

Bruxelles, le !•' juillet 1887. 



(') E D. CoPE, On the Homologies, eic, p 232. 

[*) Qui sait si l'armur^'dorsale des Thécophores elle-même ne s'est pas développée aux 
dépens de l'aponévrose réunissant les côtes dans la région dorso-lombaire, par ossifica- 
tion centrifuge par rapport à chaque côte et à la colonne vertébrale? Si cetie hypothèse se 
vérifiait, l'armure susdite serait bien différente de celle des Athèques qui est purement 
dermique (voir à cet égard ; H. Rathke, Eniwickelung der Schildkrôten^ etc., p. 86). 

(*) W. KowALEVSKY, Monographie der Gar/iin(/, Anthracoiherium,Cut;. unt/ FerxiicJk 
einer nalùrlichen Classification der fossilen Hufihiere. Palaeontographica, 4876, 
Yol. XXil, p. 170 et suiv. 

{*) W. Lèche, Veber die Sàugethiergattung Galeopithecus. Eine morphdogisehe 
Untersuchung. Kgl. Vetensk. Akad. Handling. Stockholm, 1886. 

{*) R. Lydekkeh» The fossil Vertebraia of India. Rec. geol. surv. India, vol XX, 
pt. 2. 1887. p. 64. 
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CONDITIONS GÉOGRAPHIQUES ET GÉOLOGIQUES DU DÉPÔT. 

C'est grâce à Tobligeance des Frères Héribaud et Adelphe, des 
écoles chrétiennes de Clermont-Ferrand, que j'ai dû la con- 
naissance du gisement de plantes fossiles de Saint -Saturnin. 
Ils m*ont remis libéralement les spécimens les plus intéressants 
de leurs récoltes antérieures; c'est avec leur concours que j'ai 
fait sur place, en septembre 1884, une ample provision des 
matériaux utilisés dans cette notice. 

Je dois encore à l'excellent Frère Gennardien, supérieur du 
pensionnat de Saint- Amand-Tnllendc, des renseignements 
détaillés sur le même sujet puisés surtout dans les traditions 
locales. 

Le dépôt fait partie de la propriété du sieur Montolois au 
quartier dit le Bezac^ à quelques centaines de mètres au-dessus 
du bourg de Saint-Saturnin, au bord de la rive gauche de la 
Monne, affluent de la Veyre, qui, à son tour, va se jeter dans 
TAllier à Martres-sur- Veyre. 

Beaucoup plus développé autrefois, il est miné au pied par la 
Monne qui emporte les terres dont elle a provoqué réboulemen 
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Il se réduit actuellement à quelques centaines de mètres cubes, et 
laissé à lui-même, il disparaîtra sans doute prochainement. 

Ce qui reste est adossé à la grande coulée de lave qui, parlant 
du Puy-dc-la-Vache, passe sous le bourg de Saint-Saturnin et 
s'arrête vers Saint- Amand. 

La partie supérieure ou en amont du dépôt est encombrée de 
haies et de broussailles. Lors de mon dernier voyage à cette 
localité, on 1886, j*ai pu constater sur ce point la superposition 
des couches stratifiées du gisement à la lave du coteau et on 
déterminer par suite l'âge relatif. 

La portion moyenne minée et délayée par des sources s'est en 
partie effondrée vers la Monne; il ne reste donc à étudier que la 
partie inférieure ou a l'aval. 

Dans cette région, le dépôt atteint une puissance verticale de 
6 a 8 mètres au-dessus du niveau de la rivière. 

Il se divise en couches régulièrement stratifiées et découpées 
par le retrait en piles ou prismes plus ou moins rectangulaires. 

Les couches tout à fait inférieures ou de la base empâtent des 
graviers et des cailloux analogues à ceux du lit actuel de la 
Monne. Les autres couches jusqu'au tiers inférieur sont minces 
et noircies par une forte proportion d'humus ou de matières 
organiques; on y rencontre, outre des feuilles, des élytres 
d'insectes. 

La zone moyenne, de couleur fauve, est divisée en assises plus 
épaisses, allant de 2 à 6 centimètres; la vase ou terre durcie qui 
les forme est relativement cohérente, dépourvue de graviers et 
d'une texture uniforme. Les feuilles fossiles tapissent les faces 
au contact des couches successives, mais sont plus rares dans 
l'épaisseur d'une même couche. 

Vers le sommet du dépôt, les assises redeviennent minces et 
noires comme celles de la base. 

Les espèces fossiles ne sont pas réparties uniformément dans 
toute la masse du gisement, plusieurs présentent leur maximumde 
fréquence dans l'une ou Tautre des trois zones qui viennent d'être 
indiquées. 

Quand on explore ces couches, on est frappé de l'extrême 
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légèreté des plaques schisteuses qui les composent; aussi les 
voit-on flotter sans peine sur l*eau quand elles viennent à tomber 
dans la Monne. 

Si Ton examine au microscope, à un grossissement suffisant, 
une petite portion de subtance prise surtout dans les couches 
moyennes, on voit qu'elle est formée en très grande partie de 
carapaces de diatomées plus ou moins engagées dans une sorte 
de mucus desséché qui n'est autre que celui dans lequel elles 
étaient nichées à Tétat vivant. C/est à cette particularité, aux 
cavités remplies d'air, des squelettes de diatomées, que ces 
schistes doivent leur faible poids spéciflqueatteignantà peine 0.81. 

Certains objets fossiles, par exemple des glands ou leurs 
cupules, d autres fruits ont constitué des centres d'attraction pour 
le phosphate fcrroso-ferrique qui s'est précipité sur ces objets 
sous la forme de masses granuleuses d'un bleu foncé. Gomme 
on peut le voir par le détail de l'analyse ci-contre ('), la terre de 
ce gisement contient, outre les amas de phosphate dont il vient 
d*étre question, une forte proportion d'acide phosphorique, des 
matières organiques azotées, du fer, de la chaux, etc., qui doivent 
lui communiquer des propriétés fertilisantes très appréciables. 
Il est tout à fait à croire que convenablement divisé ou délayé, 
ce schiste terreux pourrait être utilisé comme engrais. Maiheu- 



(1) Les propriétés curieuses de ce schiste terreux appelaient une analyse qui permit 
de s'en rendre compte exactement ; mon collègue, M. Schmitt, a bien voulu, k ma de- 
mande, faire ce travail que je reproduis ci-après. 

Tableau de l'analyse. 

Eau hygrométrique 13-400 

Matière noire, humus (azotCf 43) 9.5R0 

Eau combinée, acide carboniqu*;, pertn au feu. . 15.630 

Alumine et oxyde ferrique 4.89i 

Acide phosphorique (PO'^) anhydre I 600 

Silice soluble dans les alcalis 9.581 

— insoluble 46.830 

Alumine et oxyde ferrique de l'argile. .... 9.089 

Chaux S SOI 

Matières dod dosées, erreurs et perles .... 0.905 

100.000 
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reusement le dépôt est trop restreint pour qiril soit donné 
quelque suite à cette exploitation. 

Au point de vue paléontologiquc que je poursuis principale- 
ment dans cette notice, il est surtout nécessaire de bien préciser 
rage du dépôt. 

J'ai déjà dit qu'à Touest ou en amont, il est possible, en se 
glissant dans les broussailles, de constater que les couches supé- 
rieures sont superposées à la coulée de lave. Mais ces couches 
étant en connexion intime avec toute la masse qui est relative- 
ment très homogène, il y a lieu de conclure que le dépôt fossili- 
fère tout entier est postérieur à la coulée volcanique. 

On trouve aussi parfois, engagés dans les couches stratifiées, 
des blocs de lave plus ou moins volumineux et dès lors Torigine 
antérieure. Cette observation est sans doute d'une vérification un 
peu accidentelle, mais elle est cependant confirmalive de la con- 
clusion déjà énoncée. 

Or, le Puy-de-la- Vache qui a fourni la lave sous-jacente au 
dépôt à feuilles est classé parmi les volcans les plus récents de 
TAuvergne; notre terrain lacustre ne peut donc remonter au 
delà de l'époque quaternaire. 

Il reste à savoir s'il ne serait pas relativement très récent et 
compris dans les temps historiques. 

L'élévation du massif stratifié à 6-8 mètres au-dessus du 
niveau de la rivière actuelle montre tout d'abord que des chan- 
gements d'une certaine importance se sont produits dans ces 
lieux. L'hypothèse la plus simple qui puisse en rendre compte 
consiste à supposer que la coulée de lave sortie du Puy-de-la> 
Vache étant venue butter contre la base de la colline voisine de 
Marant à la hauteur de Saint-Saturnin produisit un barrage 
derrière lequel les eaux de la Monne formèrent un lac de peu 
d'étendue. C'est dans une anse tranquille de ce lac que se dépo- 
sèrent les sédiments dont il est ici question. Cette hypothèse 
conduit à penser que le dépôt dut commencer à se former pres- 
que aussitôt, soit pendant l'époque quaternaire. 

Comme on le verra plus loin, le gisement ne contient que des 
espèces existant encore de nos jours en Auvergne ; cependant 
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plusieurs ne sont plus à la portée des eaux de la Monne, ce qui 
prouve que la répartition des espèces a subi depuis cette époque 
des modifications sensibles. Les dimensions des feuilles fossiles 
sont en général assez faibles, les espèces dénotent dans leur 
ensemble une flore d'un caractère plus montagneux que celle qui 
croit dans les mêmes lieux. Ces circonstances diverses corres- 
pondent bien à ce que nous savons de Tépoque quaternaire 
caractérisée par un climat froid et humide. 

Dans le cours des temps, les eaux de la Monne finirent par 
se creuser un canal entre la coulée de lave et la colline, aux 
dépens surtout de cette dernière, formée de calcaires tertiaires 
en général terreux et assez faciles à désagréger. Le canal, une 
fois ouvert, s'approfondit et finalement a constitué la gorge étroite 
au fond de laquelle la rivière coule de*nos jours; dès lors Tancien 
lac se trouva vide et les sédiments qui s*y étaient déposés furent 
de nouveau emportés par le torrent; il n'en est resté qu'un 
placage dans une anse protégée en aval par une saillie rocheuse 
de calcaire tertiaire. 

Les vestiges de ces temps anciens sont assez intéressants par 
eux-mêmes pour mériter d'être signalés et décrits. Ils ont aussi 
éventuellement une certaine importance pour l'histoire des êtres 
vivants, en ce sens que certains naturalistes, d'ailleurs partisans 
du transformisme, se plaisent a donner à l'époque quaternaire 
une durée excessivement longue. Or dans cette hypothèse il est 
singulier que les restes qui nous ont été conservés des végétaux 
de cette époque correspondent si exactement aux formes actuelles. 
Siy en eflet, il y a cent ou deux cent mille ans, nos chênes, nos 
aunes, nos érables, etc., étaient exactement ce que nous les 
voyons de nos jours, l'esprit ne saisit plus la part que l'on 
attribue au temps dans la théorie des variations insensibles. 
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II 

PLANTES ET DIVERS DÉBRIS FOSSILES. 

1. Acer platanoides L. — Zone inoyenne. A. R. Trois feuilles 
correspondant aux dimensions moyennes ou petites de Tespèce, 
caractérisées par les lobes acuminés-cuspidés. Trois samares 
un peu plus courtes et un peu moins arquées que celles de 
Fcspèce vivante qui sont à ma disposition. 

2. A. campestre L. — Une feuille bien caractérisée appar- 
tenant au type de Tespèce; les trois lobes supérieurs prédo- 
minants et obtus sont légèrement trilobulés, les lobules courts 
et arrondis. Une autre feuille a les lobes supérieurs oblongs et 
entiers; cette forme, quoique assez rare, est encore vivante, je 
l'ai des Vosges. 

3. Tilia silvestris Desf. — Assez fréquent, surtout dans la 
zone supérieure. Feuilles petites (diam. 40-SO""*), brièvement 
ovales-cordiformes, brusquement acuminécs,obtusément et Gne- 
ment dentées. On rencontre aussi des bractées florifères de la 
même espèce (long. 60-70"°, larg. 8-10"") et parfois des capsules. 

4. r. platyphylla Scop. — Avec le précédent. Feuilles de 
dimensions beaucoup plus grandes, atteignant et dépassant 
60"" de diam , terminées par un acumen plus court, mais ne 
différant guère d'ailleurs du T. silvestris. 

5. Vitis vinifera L? — Je ne sais à quoi rapporter, sinon à 
la vigne, une feuille de la zone moyenne; la base imparfaite 
empêche de s'y arrêter davantage. 

6. Sorbus torminatis Cr. — Dans les couches supérieures 
minces. Deux feuilles dont l'une, complète et bien conservée, est 
identique au Sorbus torminatis actuel. 

7. Cralœgus oxyacantha L. — Une feuille incomplète, à 
lobes finement dentés. 
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8. Cratœgus. — Une feuille beaucoup plus grande, à lobes 
peu profonds, finement dentés. Forme rappelfint plus ou moins 
le C. Azarolus. 

9. Humulus Lupulus L. — Une feuille incomplète mais très 
semblable pour les lobes et la denticulation à la feuille du hou- 
blon des bois. 

10. Quercus pedunculata Ehrh. — Très commun à tous les 
niveaux, mais plus particulièrement dans la zone moyenne. On 
trouve des feuilles, des cupules ordinairement groupées à trois, 
des glands. Les feuilles très diverses comme celles d*ailleurs que 
Ton pourrait prendre sur un chêne actuel, se rapportent parfai- 
tement à celles du Q. pedunculata. Les plus grandes ont 
8-iO eenlim. de long, et 7 centim. de larg. ; elles comptent cinq 
grands lobes obtus de chaque côté. D'autres, plus petites, ont 
5 centim. de long, et 25"°* de larg., 3-4 lobes obtus, grands. Le 
pétiole des grandes feuilles atteint 35' 
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il. Fagus silvatica L. — Une feuille unique dans la zone 
moyenne, de forme étroitement oblongue, à limbe atténué sur le 
pétiole, les bords presque entiers, 7 paires de nervures secon- 
daires, appartient dés lors strictement au hêtre actuel de nos 
contrées. 

12. Corylus Aveltana L. — Trois feuilles des couches infé- 
rieures minces ne diffèrent pas du coudrier actuel. 

13 Àlnus glutinosaGsevin. — Commun, principalement dans 
la zone moyenne, avec le chêne. On trouve des feuilles, des cha- 
tons mâles et des fruits munis de leur pédoncule. Les feuilles 
sont de dimensions très diverses, quoique jamais bien grandes, 
les plus fortes ont 60""^ de large et sont généralement subor- 
biculaires, les autres ont une forme légèrement obovée, comme 
on en trouve de nos jours sur des aunes jeunes ou vieux. 

14. Salix cinerea L. — Commun dans les zones inférieure 
Cl moyenne. Feuilles obovées (long. 35-45™, larg. 16-20""'). 
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15. 5. Caprea L. — Une feuille incomplète mais dont raliri- 
bulion est au moins probable, sinon tout à fait certaine. 

16. S. pentandra ? — fragilis ? — Une grande feuille 
oblongue, lancéolée, aiguë (long. 80""*, larg. 27""), le réseau 
est mal conservé. 

17. Popultis alba L. — Couches inférieures. Deux feuilles 
ovales-sublriangulaircs (larg. 66"*", long. 60""), à grands lobes 
obtus superficiels, 3-4 principaux,3-4 secondaires, de chaque côté. 

18. Populus nigra L. — Même zone. Trois feuilles triangu- 
laires, à denticulalion fine. 

19. Pinus silveslris L. — Une feuille géminée, long. 32"". 
Des feuilles d*un pin silvestre rabougri se superposent exacte- 
ment sur Tempreinte fossile. 

20. Scirpus silvaticus ? — Un fragment d'inflorescence. 

21. Phragmites communis ? — Une feuille de graminée 
large de 10-12"*", 

22. Pteris aquilina L. — Un faible fragment, mais très 
reconnaissable ; la forme des pinnules et la nervation ne laissent 
aucun doute. 

23. Hypnum filicinum L. ? cupressiforme ? — Deux touffes 
denses à rameaux superposés, disposés sans ordre ; une troisième 
touffe pourrait se rapporter au B. irriguum. 

24. Riccia fluitans L. — Quelques filaments enlacés. 

25. Objets divers : un réceptacle de synanthérée dépouillé, 
terminant un pédoncule assez long; des inflorescences jusqu'ici 
indéterminées, des racines, etc. 

26. Un petit morceau de charbon. 

27. Quelques élytres de Coléoptères. 

OfiSEnvATioN. — Je n'ai vu aucune trace de mollusques. 
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III 



OBSERVATIONS DIVERSES. 



1. Les Tilia silvestris et platyphylla étaient communs dans 
le pays à I*époquc où ce gisement était en voie de formation, 
tandis qu^ils semblent n*étre plus spontanés en Auvergne de nos 
jours. V. Flore d^ Auvergne, par les Frères Gustave et Héribaud- 
Joseph, p. lit. 

2. VAcer platanoides, fréquent à Tétat fossile^ est devenu 
rare en Auvergne. 11 n*est connu qu'au Mont-Dore, au Puy-de- 
Dôme et au Lioran ; n'existe plus dans la contrée qui alimentait 
le bassin fossile. 

3. Les feuilles fossiles de Saint-Saturnin sont toutes de pro- 
portions faibles ou moyennes par rapport aux feuilles des mêmes 
espèces actuelles. Cette particularité peut s'expliquer par Tin- 
clémence du climat, ou par Tétat maigre et peu fertile d'un sol 
lavé par des pluies diluviennes. 

4. A part ce détail, sans rapport avec les différences spéci- 
fiques, 1 étude des matériaux dont je dispose et qui se comptent 
par plusieurs centaines de spécimens ne permet de saisir aucune 
modification dans le type des espèces vivant à cette époque com- 
parées aux mêmes espèces qui existent encore de nos jours. 
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NOTICE 



SUR 



LA FLORE DES TUFS QUATERNAIRES 

DE LA VALLÉE DE LA VIS (HÉRAULT) 



PAR 



M. l'abbé BOULAY 

professeur à l'Université catholique de Lille. 



En 1872, au cours de recherches bryologiques dans la vallée 
de la Vis, j'avais remarqué de puissants dépôts de tuf développés 
surtout à partir du village de Gorniès vers Madières. C'est seule- 
ment en septembre dernier (1886) que j*ai pu réaliser le projet 
formé dès lors d'étudier les empreintes de végétaux conservés 
dans ces monticules (*).» 



TOPOGRAPHIE ET PHYSIONOMIE GÉNÉRALE DE LA VALLÉE DE LA VIS. 

Quelques lignes empruntées à la Statistique du Gard par 
E. Dumas nous renseigneront sur le premier point : 

« La Vis est un des principaux affluents de THérault dans le 
Gard. 

» Cette rivière prend naissance au pied de la montagne granitique 
du Saint-Guiral, au nord de la commune d*Alzon, dans Tarron- 



(*) Je dois remercier ici M. Peyronnet, maître d'hôtel à Madières, de l'utile concoars 
qu'il m'a prêté dans l'exploration des tufs du voisinage; il m'a fait par la suite un envoi de 
blocs où j'ai trouvé plusieurs spécimens intéressants. 
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dissement du Vigan. Elle coule ensuite sur les schistes de tran- 
sition jusqu*à AIzon, où, après avoir traversé un affleurement du 
trias, elle pénètre dans une fissure étroite et profonde ouverte 
dans le terrain jurassique, et reste ainsi constamment encaissée, 
jusque près de son confluent, entre deux escarpements verticaux 
qui atteignent quelquefois une hauteur de 200 mètres. 

» Celte longue fissure sépare le causse de Campestre et celui 
de Saint-Maurice des causses de Blandas, de Rogues et de 
Montdardier. 

» Au-dessous du bourg d'AIzon, le peu d'eau que présente la 
Vis se perd bientôt dans les nombreuses fentes du calcaire 
oxfordien, et la rivière demeure presque toujours à sec jusqu*au 
village de Vissée. Mais à 3 V2 kilomètres plus bas, les eaux de la 
belle source de Lafous viennent de nouveau alimenter son lit. 

» La source de Lafous, située sur la rive droite de la rivière est 
très considérable : elle met en mouvement un moulin à sa sortie 
du sol. Ordinairement très limpide, elle s'échappe en bouillon- 
nant d'une large cavité ouverte dans la dolomie ooliiique. De gros 
blocs de calcaire dolomilique masquent en partie l'entrée de cette 
ouverture et ne permettent pas d'y pénétrer bien avant, ni 
d'apprécier la direction de ce couloir souterrain dont la partie 
supérieure s'abaisse rapidement (<). » 

D'après le même auteur, l'altitude à Madières est de 237 mètres 
prise sur Je pont à 19 mètres au-dessus des eaux moyennes de 
la Vis. A Saint-Laurent-Ie-Minier, l'altitude est tombée à 
169 mètres. La Vis se jette dans l'Hérault quelques kilomètres 
plus loin, au-dessus de la petite ville de Ganges. 

De Ganges à Madières, la vallée de la Vis, malgré la beauté 
sévère des murailles rocheuses qui l'encadrent, le charme des 
eaux limpides et fraîches de la rivière, la diversité des hameaux 
que l'on rencontre le long du chemin tend à devenir monotone. 
Mais il en est tout autrement, si à 2 kilomètres au-dessus de 
Madières, on veut continuer à remonter le cours de la Vis. Le 



(>) E. \}\i^h%,StalUttique géologique, miner alogique, métallurgique et paléontologique 
du département du Gard, 1876, i'* partie, p. ^203 
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paysage inattendu qui s'offre au touriste dès I*entrée de la 
fissure étroite où il faut s'engager, justifie pleinement cette page 
enthousiaste que lui a consacrée un botaniste de la région : 

c Quelle bizarre rivière que la Vis! Et comme son nom lui 
convient merveilleusement? En passant sur les hauteurs qui la 
dominent, soit dans THérault, soit dans le Gard, le trajet d^une 
localité à Tautre parait, même en herborisant, relativement court; 
mais si Ton veut suivre les bords de la rivière et ses nombreui 
méandres, que de fatigues à supporter, que d'obstacles à sur- 
monter, et que le chemin à parcourir est long! Ici des blocs 
énormes, gisant çà et là au fond de Tabime; là des arbres 
séculaires, des buissons épais, des plantes grimpantes courant en 
festons capricieux ou s'étendant de branche en branche comme 
des lianes cchevelées; en un mot, un fouillis inextricable à 
travers lequel il faut se frayer un passage. Puis les parois se 
rapprochent, la marche au bord de Peau devient impossible; il 
faut, non sans courir de réels dangers, gravir les berges escar- 
pées pour redescendre un peu plus loin, ou pour remonter vers 
les crêtes jusqu'à la rencontre de quelque sentier que foulent 
seuls les pâtres de la montagne et leurs troupeaux. Quelquefois 
pourtant, par une bizarrerie de la nature, des marches naturelles 
sont creusées dans le roc, et une fois même une roche percée 
permet d'éviter un passage des plus dangereux. Partout les 
anfractuositcs des rochers donnent asile à de nombreux pieds de 
tilleul, d'érable et de figuier sauvage, et toujours dans ces lieux 
déserts s'offrent aux regards des aspects d'une sauvage gran- 
deur (*). » 



(') A. AUBOUY, Nouvelles Notes sur la Flore des environs de Lodèue. (Annales db 
LÀ Soc d'horticult. et d'hist. nat. dk l'Hérault, 4874.; 
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II 



LES TUFS DE LA VALLÉE DE LA VIS. 

Ces tufs avaient été observés par E. Dumas qui les signale 
rapidement ainsi que les autres formations analogues du départe* 
ment du Gard. Mais c*est h M. G. Planclion que Ton doit, pour 
les tufs des environs de Montpellier, une étude détaillée et bien 
comprise (*). 

Tout ce qui concerne la formation et la structure du tuf, la 
répartition et le mode de conservation des fossiles étant parfaite- 
ment exposé dans la thèse de M. Planchon, il n*y a pas lieu d*y 
revenir ici ; les faits que j*ai observés dans la vallée de la Vis ne 
diffèrent pas, sous ces divers rapports, de ceux que M. Planchon 
a si bien décrits. 

Il suOira de quelques annotations rapides. 

E. Dumas avait déjà remarqué que les dépôts de tuf cessent 
tout à coup dans la vallée de la Vis à Saint-Laurent-le-Minier. 
Cest à la sortie de Madièrcs, derrière le moulin, qu'ils atteignent 
leur plus grande puissance; ils conservent les mêmes caractères 
le long de la vallée jusqu'au hameau du Glaux, à i kilomètres 
au-dessous de Madières. Il sont encore très fréquents, quoique 
amoindris du Glaux jusqu'à Gorgniès. A partir de là jusqu'à 
Saint-Laurent, à mesure que la vallée s'élargit, ces dépôts se 
réduisent à de petits lambeaux disséminés de loin en loin. 
Au-dessus de Madières on rencontre également quelques dépôts, 
mais ils sont moins réguliers et diffèrent légèrement de ceux qui 
se trouvent au-dessous du village. 

Aux environs de Montpellier le itif se présente sous la forme 
de monticules disséminés, semble-t-il, sans ordre bien défini 
dans la plaine et sur le flanc des collines. Dans la vallée de la 
Vis, ils sont tous alignés le long du thalweg et rangés en plus 



{'*) G. Planchon, Étude de» tuf» de Montpellier au point de vue géologique et paléon- 
tologique. Paris, in-4i>, 1864. 
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gri<ni] nombre sur la rive droite de la rivière, quelques-uns 
seulement existant sur la rive gauche. Leur base est au niveau 
(\os eaux de la rivière actuelle ou même inférieure à ce niveau, 
(iiiLdis que leur sommet plus ou moins aplani s'élève à des haii- 
icLirs successivement décroissantes de Madières à Saint-L&ureni, 
à I mètre à peine dans les derniers dcpàts et à IS ou 20 mètres 
piil's de Madières. Ils s'adossent postérieurement à la montagne 
siins présenter de pente sensible. Le long de la rivière, ils sont 
i/oupcs à pic dans la direction du cours d'eau, de telle sorte que, 
à |jicmière vue, on se trouve porté ù croire que la Vis, autrefois 
plus grosse et d'un cours d'eau plus lent, aurait d'abord déposé 
le itif en comblant le fond de la vallée, puis l'aurait entamé en 
creusant le clienal où nous la voyons couler de nos jours. 

Kn y regardant de plus près, on airive k une autre manière <Ie 
voir. 

Quand on suit la roule de Lodève, â la sortie de Madières, on 
a l'occasion de voir, le long de la berge pdossée k la moningne, 
(II' petites sources ou des filels d'eau qui sortent en grand 
nombre enire deux assises du terrain jurassique. En prenant la 
diroclion de ce niveau aquifère, on voit qu'elle se confond avec 
l'aligncmenl des dépèls de tuf. Il est à observer que l'eau de ces 
pt'iitos sources est encore incrustante, mais les dépôts qui en 
résiilicnt n'ont aucune cobérence et sont tout à fait însigni- 

On se trouve dès lors conduit k admettre que ces masses de 
luf sont dues h de nombreuses sources qui s'échappaient d'une 
assise aquiféro courant le long de la vallée et se précipitaient en 
cascades vers le thalweg non encore comblé au point où nous le 
voyons mainti'uanl. 

Dans leur trajet souterrain, ces eaux saturées d'acide earbo- 
[jitjiic dissolvaient le calcaire des roches dont elles suivaient les 
ri.«surcs et le déposaient bienl6t au contact de l'air sous la forme 
(le CCS amas lufacés dont il s'agit en ce moment. 

Le cours d'eau formé par la confluence de ces sources devait 
grossir rapidement et prendre, surtout au moment des crues, un 
volume et une force extraordinaires. C'est la Vis de cette époque 
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qui avivait la tranche des dépôts de tuf tournée de son côté et 
leur donnait, par la violence de son cours et les éboulements 
qu'elle provoquait, cette fornie si nette de murailles verticales. 
C'est à la Vis encore qu'il faut attribuer les dépôts stratifiés de 
sables, de galets, entrelardés de tuf, que Ton rencontre çà et là 
en arrière des barrages ou dans le voisinage des remous. La 
coupe, que Ton trouvera plus loin, permet de saisir facilement 
ces relations. 

Si Ton prend en considération la texture grossière et lacuneuse 
de ces dépôts, Tenchevètrement à travers leur masse de bran- 
chages ou même d'assez grosses branches ou tiges d'un dia- 
mètre parfois de S à 8 centimètres qui ont été saisies et moulées 
par le tuf, on se trouve porté à croire que ces monticules n'ont 
mis à se former qu'un temps relativement court. Mais l'ensemble 
des conditions qui ont dû concourir à la production de ces phé- 
nomènes dépasse évidemment ce que nous savons de l'exercice 
des causes actuelles dans la même région. M. Planchon rattache 
avec une grande probabilité à Faction volcanique le dégagement 
prodigieux d'acide carbonique nécessaire pour produire ces 
masses de tuf.Deméme que les buttes volcaniques de Montferrier 
aident à se rendre compte des tufs de la vallée du Lez, les érup- 
tions analogues des environs de Lodève expliquent ce qui s'est 
passé dans la haute vallée de la Vis. 

Ces circonstances, indépendamment de l'étude des fossiles, 
conduisent à rapporter les tufs de la vallée de la Vis à l'époque 
quaternaire et non à l'époque actuelle. J'ai remarqué entre le 
Claux et Madières un petit dépôt meuble et superficiel de sables 
siliceiu qui sont peut-être d'origine diluvienne et semblent, par 
leur position, postérieurs au tuf, mais je n'ai pu donner à cette 
question l'attention nécessaire pour motiver un jugement 
définitif. 
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PLANTES BT DIVEfIS DÉBRIS FOSSILES DES TlIFS 
DE LA VALLÉE DE LA VIS. 

1. Acer campestre L. — Une Teuille â lobes assez larges et 
|)eii profonds ot une samare. 

% Peraica vulgnris L.? — Un noyau dont la simililiide avec 
>::c]iiide la pèche est très grando. Je possède aussi le moule d'un 
noyau ou fruit d'espèce différente resté jusqu'ici indéterminé. 

5. Bedera Hélix L. — Plusieurs feuilles, toutes assez grandes 
• l diversement lobées. 

i. Cornus sangutnea L. — Une feuille incomplète, mais 
bien earsclérisée. 

5. Phillijrea média L. — Une feuille ovale dont l'atlribution 
semble au moins probable. 

6. Fraximus rosirata Gun. — Plusieurs feuilles oblongues- 
liineéolées, insensiblement et longuement ncuminées, vivement 
déniées (long. 70""", larg. 22-23™) ; une belle grappe de 
samares oblongues-lancéolée», subaiguës au sommet, brièvement 
atténuées à la base (long. 40-45°"", larg, e-S""). 

7. llex Aquifolium L. — Une feuille déniée- épineuse, 
ondulée, de grandeur moyenne. 

8. Laurus nobilis L. — Feuilles nombreuses, disséminées, 
tout è fait semblables à celles du laurier spontané de nos jours 
dans la région méditerranéenne, particulièrement à la forme ft 
feuilles obtuses que je possède en herbier des environs de 
Toulon. 
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9. Ulmus campeslris L. — Feuilles fréquentes, parfois très 
bien conservées, de dimensions diverses ; quelques-unes sont 
grandes, oblongues, plus ou moins longuement acuminées, à den- 
ticulation fine et aiguë. M. Planchon a rencontré des feuilles 
semblables dans le bassin du Lez; M. de Saporta les rapporte 
à V Ulmus montana; toutefois il est bon d^observer que la spéci- 
fication dans le genre Ulmus est fondée principalement sur la 
forme des samares et de Finflorescence. 

iO. Ficus carica L. — Un fragment de feuille avec un lobe 
aigu ; le tissu bien conservé est tout à fait caractéristique. 

11. Suxus sempervirens L. — Plusieurs feuilles de dimen- 
sions moyennes et le sommet d'un fruit mùr. 

12. Fagus silvatica L. — Feuilles fréquentes, mais rarement 
entières. 

13. Àlnus glutinosa Gœrtn. — Feuilles très communes; c'est 
Tespèce de beaucoup la plus répandue dans tous les dépôts de 
tuf; elles sont de dimensions moyennes et leur forme correspond 
à celle des feuilles de Taune qui croit de nos jours abondam- 
ment sur les bords de la Vis; on rencontre aussi des empreintes 
de fruits dans le tuf. 

14. Salix cinerea L. — Une feuille d'assez grandes dimen- 
sions. 

15. Salix incana Schr. — Plusieurs feuilles ; les unes visibles 
par la face supérieure et montrant le réseau caractéristique de 
l'espèce, les autres visibles par la face inférieure avec la trace 
floconneuse du tomentum. 

16. Salix alba L. ?. — Une feuille presque entière, mais 
dont la détermination spécifique manque de certitude. 

17. Carex .... — Tiges triangulaires. 
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18. Arundo Donax L.?. — Tige cannelée de près de 1 centi- 
mètre de diamètre et empreintes de larges feuilles d*une grami- 
née qui pourrait être le roseau de la région. 

19. Crraminées diwerses représentées par des feuilles et des 
portions d*inflorescences : 

20. Hypnum commutatum Hedw. — Très commun ; c'est 
encore Tespèce qui se laisse actuellement le plus envahir par le 
tuf. 

21. Marchantia polymorpha L. — Une plaque bien caracté- 
risée au-dessus du hameau de Grenouillet. 

22. Fegatella conica Cord. — Abonde dans le tuf de la rive 
droite, au-dessus de Madières. 

25. Reboulia hemisphœrica Radd. — Avec le précédent et 
non moins commun. Ces deux espèces remplissent de gros blocs 
de tuf à Texclusion de toute autre. Il est bon d'observer que de 
simples empreintes comme celles des tufs ne permettent pas de 
distinguer sûrement le Reboulia hemisphœrica du Preissia 
commutata: 

24. Conferves indéterminables. — Des portions de blocs en 
sont formés presque entièrement. 

25. Fragments de feuilles jusqu'ici indéterminées mais repré- 
sentant bien cinq ou six espèces différentes de celles qui viennent 
d'être énumérées. 

26. Un petit morceau de charbon de bois, pouvant provenir 
d'incendies allumés par les volcans dans la haute vallée de la 
Vis. 

27. Rhyacophila toficola G. Planchon. — Non moins com- 
mun dans le tuf de la vallée de la Vis que dans celui du bassin 
du Lez. 
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28. Mollusques d*eau douce représentés par des coquilles 
minces, très fragiles, d*espèces peu variées; ce sont de petites 
espèces des genres Limneus, Stmcinea, Pupa et le Neritina 
fluviatilis. 

29. Un galet de roche granitique. 



IV 



OBSERVATIONS DIVERSES. 

La comparaison des listes d'espèces constatées dans le bassin 
du Lez et dans la vallée de la Vis laisse ressortir les faits 
suivants: 

Le Fagus sitvatica, assez fréquent dans la vallée de la Vis, n*a 
pas été remarqué dans le bassin du Lez. Chose curieuse, le hêtre 
existe encore au bord de la Vis, entre Madières et le Claux. J'en 
ai vu un ou deux pieds rabougris. La présence, en pleine région 
méditerranéenne, à une altitude de 200 mètres à peine, de cet 
arbre caractéristique de la région des forêts, n'avait pas encore 
été signalée. 

Il convient d'ajouter que cette localité est tout à fait exception- 
nelle et même accidentelle. La fraîcheur des eaux de la Vis, leur 
niveau constant créent, dans cette gorge étroite et ombragée, sur 
une surface restreinte, un ensemble de conditions qui permettent 
au hêtre de végéter non loin de Tolivier, du Querciis coccifera et 
des autres plantes de la région chaude. A l'époque quaternaire, 
il était beaucoup plus répandu dans la vallée comme en 
témoignent ses restes conservés dans le tuf. 

M. Planchon n'a constaté dans le bassin du Lez qu'une feuille 
unique d'aune, tandis que cette espèce abonde à l'état fossile 
dans la vallée de la Vis. Il ne signale pas les Acer campesire, 
Salix incana, alba, Marchantia polymorpha, Reboulia hemis- 
phœrica, Hypnum commutatumf que j'ai trouvés près de 
Madières. 
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Les tlex Jquifolinm, Buxus setnpervirens, 

ffedera Hélix, Ficus Carica, 

Cornus sanguinea, Ulmus campestris, 

Fraxinus rostrala, Salix cinerea, 

Phillyrea média, FegateUa conica 
Laurus nobilis, 

ont été observés de pari et d'autre à peu près dans les mêmes 
conditions. 

Les Acer neapolitanum Ten., Rubus discolor, Cotoneaster 
Pyracantha, Viburnum TinuSy Phillyrea angustifolia, Pinus 
Laricio, Smilax aspera, Sparganium ramosum sont communs 
dans les tufs du bassin du Lez et n'ont pas été constatés près de 
Madières. 

De plus^ M. Planchon a recueilli près de Montpellier, à Pélat 
de simples fragments ou représentées par une seule feuille^ les 
espèces suivantes, dont je n'ai trouvé aucune trace dans la vallée 
de la Vis : 

Clematis Vitalba, Quercus sessiliflora, 

Acer monspessulanum, — llex, 

Vitis vinifera, Ptcris aquilina, 

Ruhia peregrina, Scolopendrium officinarum. 

Il est probable et même certain que des recherches plus per- 
sévérantes dans la vallée de la Vis diminueraient ces divergences 
ou amèneraient la trouvaille d'autres espèces. 

Il faut dire aussi que l'exploration des tufs de la Vis n'est pas 
facile; ils n'ont été entamés sur aucun point par des travaux 
d'art. On est réduit à attaquer par la pioche ou le ciseau, sur 
la tranche faisant face à la rivière, les points où apparaissent des 
feuilles; tandis que, d'après M. Planchon, la recherche des fos- 
siles est facilitée dans le bassin du Lez par le passage de che- 
mins à travers les monticules de tuf, l'ouverture des carrières et 
d'autres travaux analogues. 

Contrairement à ce que j ai observé en Auvergne, près de 
Saint-Saturnin, les feuilles dans les tufs de la Vis ont des dimen- 
sions égales ou même supérieures à celles de leurs similaires du 
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monde actuel. Leurs caractères spécifiques n*ont subi aucune 
modification appréciable, pas plus sur les bords de la Vis qu*à 
Saint-Saturnin. La distribution des espèces» la répartition et la 
fréquence des individus ont seules été influencées par les chan- 
gements survenus dans le milieu extérieur. Un climat plus 
humide et sans doute moins chaud explique Tassociaiion singu- 
lière dans les tufs de la Vis du hêtre, du figuier et du laurier. 

Par suite de Tabondance des eaux, les arbres qui croissent 
encore au bord de la Vis actuelle et qui ont laissé leurs débris 
dans les tufs devaient former une zone au pied même des col- 
lines, à un niveau de 15 à 20 mètres plus élevé que de nos jours. 

Le laurier est devenu rare dans le Gard et THérauli; il n'existe 
plus à la portée des eaux qui ont formé les tufs. La variété de 
frêne fossile n'est pas non plus la même que celle qui existe au 
bord de la Vis, mais elle se trouve ailleurs dans la région. 

Je n*ai constaté dans les tufs de la vallée de la Vis, pas plus 
que M. Planchon dans le bassin du Lez, aucune trace de Tcxis- 
tence de Fhomme à cette époque. 

« Les restes organiques, qui se rencontrent même dans les 
couches les plus anciennes de nos tufs, dit cependant E. Dumas, 
appartiennent tous, sans exception, à des animaux et à des végé- 
taux actuellement vivants, et habitant encore nos contrées : ce 
sont, pour l'ordinaire, des coquilles terrestres et fluviatiles, des 
empreintes de feuilles et des tiges végétales qui n'y ont laissé le 
plus souvent que des cavités cylindriques. 

M. Auguste Miergue, docteur en médecine à Anduze, a trouvé 
dans le tuf du voisinage de cette ville, à Veyrac et dans les par- 
ties qui paraissent être les plus anciennes, une petite hache, ou 
coin gaulois, en jade vert, dit ascien. Ce petit monument de Tin- 
dustrie humaine des premiers âges est encore un témoin irré- 
cusable du peu d'ancienneté de nos tufs et de la présence de 
l'homme sur le globe à l'époque où ils ont commencé de se 
déposer. Aussi considérons-nous tous ces dépôts calcaires comme 
ayant été formés pendant la période géologique actuelle » (1). 

< Siatiat, géolog.. Il, p. 637. 
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Cette découverte du D' Miergue, si elle était certaine, serait de 
la plus haute importance, car elle fiserait l'épuque delà foriDation 
des tufs dont il est question ici. Il est malheureusement bien 
iliflicile d'ajouter une croyance entière à un fait unique jusqu'ici 
çi sans contrôle. Les tufs du Gard et de l'Hérault présentent 
des poches, des fissures profondes, des cavités tubulaires obli- 
ques ou parfois presque verticales, en sorte qu'un petit objet 
comme une hache néolittque a pu glisser aceidenlellement jus* 
qu'au niveau des couches inférieures et même s'y incorporer 
plus ou moins par suite d'une incrustation secondaire, bien que 
la date de ce fait soit de beaucoup postérieure à la formation du 
dépôt lui-même. 

La présence d'im petit fragment de charbon que j'ai recueilli, 
engagé dans le tuf à Madières, peut s'expliquer par des incendies 
dus aux éruptions volcaniques, dont les traces existent non loin 
(lu bassin supérieur de la Vis. 

De nouvelles recherches sont donc nécessaires pour préciser 
la date à laquelle il faut rapporter la formation de ces dépôts de 
tuf, dans le cas possible, assurément, où cette date pourrait 
l>rendre place dans les cadres préhistoriques de l'humanité pri- 
mitive. 

Ce qui est hors de doute dès ce moment, c'est, contrairement 
n l'opinion de E. Dumas, l'impossibilité de classer ces dépôts 
dans la période actuelle et par suite la nécessité de les attribuer 
au quaternaire. 

M. le marquis de Saporta a signalé dans le tuf des Aygalades, 
près de Marseille, la présence de VElephaa antiquui (1), obser- 
vation qui permet de rattacher ce dépôt au début de l'époque 
quaternaire. La flore des tufs de la Vis est en somme la même 
que celles des Aygalades et du bassin du Lez; les conditions 
géologiques du dépôt sont aussi les mêmes et conU^steut vive- 
ment avec les phénomènes actuels du même ordre. C'est donc 
iiu quaternaire qu'appartiennent également les tufs de la vallée 
de la Vis. 

(<) De SapoBTA, La Flore dt.i luft quauriiairtf en Provence. Aix 1887. 



Coupe de la vallée de fa Vis, 
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A. Concties du calcaire jurauique légèrement iocliaées du S. su N. Cette iacliuaison 
eiplique la pHsencc des sources sur la rive droite de la Vis et leur absence sur la 
riie gauctie, sinon en regard des grandes coupures transventles. 

B DépAl de luf sur la rive droite de la Vis, aiec l'indication des lubes laissés par la des- 
truction des tiges et branches d'arbres saisies par l'iaenisutioa. 

C. DépAI mixte sur la rire gaucho, correspondant sans doute i on remous; ce dApAI 

montre sur la irauche des altemaoces peu régulières de sables, de blocs roulés et 
de lut 

D. La Vis tetaeUe. 
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COURS 

SUR LES FONCTIONS ELLIPTIQUES 

PROFESSÉ 
PENDANT L'ANNÉE 1886 A LA FACULTÉ CATHOLIQUE DES SCIENCES OE LYON 



PAR 

H. le G<« de SPARRE 

Professeur aux Facultés catholiques de Lyon. 



SECONDE PARTIE 



Cette seconde partie comprend le développement des fonc- 
tions 6 en produit, obtenu en prenant pour point de départ la 
décomposition de ces fonctions en facteurs primaires. J*ai cru 
utile d'exposer d*abord les théorèmes de M. Weierstrass sur la 
décomposition des fonctions holomorphes en facteurs primaires, 
et le théorème de M. Mittag-Leffler. Pour la démonstration de 
ces théorèmes j'ai adopté celles données par M. Hermite dans les 
feuilles lithographiées de son cours de la Sorbonne. 

Les développements en produit des fonctions 6 sont obtenus 
sous une forme qui m'a permis d'en déduire immédiatement les 
formules relatives à la transformation du premier degré dans ces 
fonctions. 

J'ai ajouté quelques mots au sujet de la multiplication de l'ar- 
gument dans les fonctions elliptiques en indiquant comment on 
peut se servir pour ce but des fonctions p (u) de M. Weierstrass. 

J'ai terminé enfin en donnant l'équation aux dérivées par- 
tielles que vérifie la fonction a de M. Weierstrass. 
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I. — Nature des points d'une fonction. 

On nomme point ordinaire dans Tétude des fonctions (ou 
branches de fonction) tout point tel que la fonction considérée 
soit monodrome et reste finie et déterminée ainsi que sa dérivée, 
aux environs de ce point, c*est-à-dire dans Tintérieur d'un cercle 
de rayon suffisamment petit ayant ce point pour centre. 

Les autres points ont reçu le nom de points critiques, ils sont 
de diverses natures. 

Une première classe est formée par les points critiques isolés, 
c'est-à-dire tels qu'il n'existe dans leurs environs aucun autre point 
critique ; une seconde classe par les points critiques tels qu'il 
q'existe dans leurs environs aucun point critique autre que ceux 
de la première classe et ainsi de suite. 

Nous excluons les fonctions qui auraient des points critiques, 
distribués sur une ligne ou dans une région du plan, de telle sorte 
que toute portion de cette ligne ou de cette région contienne 
toujours, quelque petite qu'on la suppose, une infinité de ces 
points critiques. 

On peut aussi à un autre point de vue distinguer deux sortes 
de points critiques : 

l"" Ceux aux environs desquels la fonction reste monodrome ; 

2® Les points aux environs desquels la fonction n'est pas 
monodrome. 

Parmi les premiers, considérons ceux qui sont isolés. 

Si une fonction f(z) présente un point a de cette nature, on 

pourra écrire 

f{z) = f{z) + ^(z) , 

(f{z) étant une fonction pour laquelle a sera un point ordinaire, 
et ^{z) une expression de la forme 

A| A, At 



z — a (z — ay {z — a)* 

Si cette somme ne contient qu'un nombre limité de termes. 
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on dira que le point a est un pôle de la fonction /'(z); dans ce 
cas le point a est un point ordinaire pour la fonction yX ce sera 
un zéro de cette fraction. 

Si au lieu de cela i^{z) est une série infinie, auquel cas cette 
série sera convergente pour toute valeur de z autre que a, le 
point a sera un point singulier essentiel; dans ce cas a est aussi 
un point singulier essentiel pour j^ 

La fonction 

u=e" = l -t--H :+ "■ 

z 1.2 1' 

présente d'après cette définition un point singulier essentiel pour 
.r = 0. 

La fonction u est en réalité indéterminée pour z = 0. 

Posons en effet 

i = p{cosf -t-iainy), 
il viendra 

Lorsque z tend vers zéro, p tendra vers zéro, et le module de 
a, f^ tendra vers oo ou vers zéro, suivant que cos 9 tendra 
vers une limite positive ou négative, cl si cos 9 (end vers zéro 
en même temps que p (ces deux quantités étant complètement 
indépendanies\ ce module pourra prendre une valeur quelconque 

Considérons maintenant la fonction 



1 



Elle devient d'abord infinie pour 



n étant un entier quelconque. 
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Ces infinis sont des pôles, car on a 

i 
limiih: =»lim ^ liin 



lim u[z 1 

\ nnl 



sin - — T" cos - 

Z . V z ^ 



Mais le point jz =» est d'une nature toute différente. La fonc- 
tion Il y devient indéterminée. De plus, on ne peut isoler ce point ; 
car, quelque petit que soit le rayon d'un cercle tracé autour de 
l'origine, il contiendra toujours une infinité de pôles. Donc 
d'après le premier point de vue que nous avons considéré, le 
point J3 = est un point critique de la deuxième classe. 



IL — Décomposition en facteurs primaires 
des fonctions holomorphes. 

Soit a^i , as . . . les racines de la fonction holomorphe f(x) ran- 
gées dans Tordre des modules croissants. Nous les supposerons 
toutes différentes et nous admettrons qu'il n'y en ait pas d'égales 
à zéro. 

Soit a l'une quelconque de ces racines et 

I X a:""* 

a a' o" 

on aura 

X — a a^(x — a) 

Je dis que l'on peut disposer de u de manière que la série 

étendue à toutes les valeurs ai , a^ . . . de a, soit convergente 
quel que soit x, sauf pour les valeurs ai, a, ... qui la rendent 
infinie. 



»• 
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Il pourra d'abord se faire que la série 



2 



a 



«+i 



n, 



où u + 1 est un nombre fixe (qui peut être égal à 1), soit con- 
vergente. (Si cette série était convergente pour (o = 0, on pren- 
drait P„ = 0.) 

Supposons d'abord qu'il en soit ainsi, je dis qu'alors la série 



2 



gU+l 


m 


1 î 

a 



où Gt) a la valeur indiquée plus haut, sera convergente. 

En effet a augmente indéfiniment, puisque les racines sont en 
nombres infinis et qu'elles sont toutes différentes (la différence 
de deux racines consécutives est d'ailleurs supposée finie, tant 
que ces racines sont elles-méme finies). Donc quel que soit x, 
^ finit par avoir un module plus petit que 1, et l'on peut alors 
poser en désignant par 6 un nombre compris entre et 1 



X 

a 



X 
i 

a 



=r(- 



X 

a 



On sait en effet que le module d'une différence est plus grand 
que la différence des modules. 
Ceci donne 



1 











X 






; 


X 


a»+« 


■ 


i-- 

a 




a»+* 


i — 


a 



Après un nombre suffisant de termes, le facteur 
aussi et reste au-dessous d'une limite fixe h 



6 



-Ul 



devient 



(*) On écrit souvent mod. u == ( u | en désignant par cette notation le module de la 
quantité u. 
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6. 



Donc le terme général de la série 



2 



1 



a 



w+l 



X 
i 

a 



est plus petit que le terme général de la série 



i 



^ a * 



celle-ci étant convergente; il en est de même de la première, et 
par conséquent, de la série 



1—^ 



(x — a) 

Supposons maintenant que Ton ne puisse pas trouver un nom- 
bre fixe («> tel que la série 

soit convergente. 

Dans ce cas, il sera nécessaire de prendre pour (ù une valeur 
qui change avec n; on prendra, dans ce cas, comme Ta fait 
M. Weierslrass, « = n — 1 . 

La série considérée devient alors 



— ^ — ^— 



i 



=-:2 



ol~*lx — a ) x^ I X 



et je dis qu^elle est convergente. 

Considérons en effet la série des modules; en raisonnant 
comme plus haut, nous dirons que Ton finira toujours par 
avoir (a. croissant indéfiniment) 



X 

a. 



<i, 



7. 
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et par suite 6 étant un nombre positif compris entre et 1 



X 

\ 

a. 



--('-r-D 

9\ \ajl 



i 



6 



ou 



X 

\ — 


i — 


X 


un 



on pourra donc écrire notre série 



X 


Y 




a« 


'.- 


X 



or, en désignant par u. le terme général de cette série, on a 

limC^w^^O, 

pour n infini quel que soit x. 

Et Ton sait que pour que la série soit convergente, il suffit 

que Ton ait 

lini ï^ < i , 
pour n infini. 

Remarquons que parmi les modules des quantités a., il pour- 
rait y en avoir plusieurs égaux sans que cela nuise à la démon- 
stration. 

Ceci posé, Texpression 



^7^!-2[.4.-.«.] 



est une fonction uniforme qui ne devient infinie pour aucune 
valeur finie de x, car si Ton a 



f{x) = A'(x — o) -+- A"(x - a)« ^ .. . 



on en déduit 



i 



A" -^ 2A'"(x — a) 



f(x) X — A' -+- A"{x — a) -4- A'"{x — a)* -4- 



quantité finie pour x«=a. 
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Nous pouvons donc égaler cette expression à la dérivée G'(x) 
d'une fonction holomorphe G (x), que nous supposons être nulle 
par X «= 0. 

On aura donc 

f{x) -«Lx — o J 

en posant par suite 



et intégrant à partir de zéro, on aura 



^;^;-2rK-^4:) 



= G(x); 



d'où Ton déduit 







«© 



/(o) \ a] 

Telle est la formule découverte par M. Weierslrass donnant, 
pour toutes les fonctions holomorphes, Texpression analytique 
qui permet de mettre en évidence leurs racines et de généraliser 
la décomposition des polynômes en facteurs. Les quantités 



( 






ont été nommées facteurs primaires par M. Weierstrass. 

Si nous supposons maintenant que f{x) ait des racines égales, 
si, par exemple, a est une racine d'ordre p de multiplicité, on 
devra élever le facteur primaire correspondant à la puissance p. 

Nous avons admis de plus que {{x) n'avait pas de racines 
égales à zéro ; si, au contraire, {{x) admettait p racines nulles, au 
Heu de la fonction /'(x), on envisagerait la fonction '-j et le 
XI. i4 
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résultat ne différerait du précédent que par la présence du 
facteur x^ 

M. Laguerre à proposé de donner à ces fonctions un nom qui 
rappelle le degré («> du polynôme Qa>(^), lorsque, bien entendu, 
ce degré (o est fixe ; à cet effet il les nomme fonctions du genre u. 



m. — Détermination du genre d'une fonction holomorphe d'après 
la manière dont les zéros de cette fonction sont répartis dans 
le plan. 

Soit 

les modules des zéros d*une fonction holomorphe rangés par ordre 
de grandeur croissante. 

D après la définition de M. Laguerre, rappelée plus haut, la 
fonction sera du genre u si la série 



t I 



_ , .. . 



est convergente. 

Je dis d'abord qu'il en sera ainsi, si Ton a 

X étant un nombre fini quelconque, différent de zéro. 

En effet, si cette condition est remplie, on aura constamment 
à partir d'ufi terme de rang p suffisamment éloigné 

OU 

A 

A étant un nombre fini différent de zéro. 

En élevant les deux termes de la dernière égalité à la puis- 
sance (ù on en déduit 
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puis successivement 

a?ff > <+i -♦- «A > a« -*- 2«A 



Donc, en négligeant les p, premiers termes de la série 

\ 1 i 



•f — • ■ • 



(i) 

si Ton élève les termes suivants à la puissance (o, la série ainsi 

obtenue aura ses termes respectivement moindres que ceux de 

la série 

\ l\ \ i 

cjÂ\l 2 n 

Par suite, si Ton élève les termes de la série (1) à la puissance 
&) + ly ce que Ton peut évidemment faire en les élevant d'abord 
à la puissance o), puis le résultat à la puissance ^^^*' les termes 
ainsi obtenus seront plus petits que ceux de la série convergente 

1 \ « / 1 1 1 \ 

La proposition se trouve donc démontrée. 

Il résulte de cette propriété : 

I"" Que, pour que la fonction soit du genre zéro, il faut que 
««+! — «- croisse sans limite avec n; 

2" Que si «^ 4.1 — a, tend vers une limite finie, la fonction est 
du premier genre, c'est le cas de sinx où cette différence est 
constante. 

Posons maintenant, en supposant la condition précédente 
remplie 

«m-l «n = ^f»» «nt-p -♦- «n = 2a'„ 

«H+p — a« = ^« -♦- ^«-Hi -«-•••-«- e^+p-i = 2J„, 
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et supposons p pris de telle façon que d. ne tende pas vers zéro, 
mais puisse croître indéfiniment avec n, de manière cependant 
que Ton ait 

lim — =0, 

pour n infini. 
Considérons maintenant l'expression 



elle a évidemment pour limite X lorsque n croit indéfiniment, et 
cela quelque grand que soit p, c'est en effet la moyenne arith- 
métique de p quantités 

qui tendent toutes, par hypothèse, vers X lorsque n croit indéfi- 
niment. 

Soit maintenant r un nombre positif ou plus égal à p — 1, 
on a 

«ii + r « n -*" V"ii+r « i. j» 

comme 
et 

«n <C a» < «« + ;»» 

on aura 

9^ étant plus petit que i en valeur absolue, on conclut de là 
en tenant compte de la relation 

Gomme d*ailleurs 



— 2H — 12. 

est évidemment plus petit en valeur absolue que 

f„-+-f„+, H f«+p-, = 2(?„, 

puisque les quantités 6 sont affectées de signes quelconques^ 
mais toutes plus petites que un en valeur absolue, on pourra 
poser 

«?-^^„ + «ï;î^-M + ••• H- aï+i-,f,+p-i = 2(?X""Xi + v), 

ïi étant plus petit en valeur absolue que 



= — (« — 1JM -+- rr -♦-••• 



Il résulte de là que >? tend vers zéro, puisque nous avons 
supposé 

Hm— = 0, 

pour n infini, et que, par suite, pour n infini on a 

lim = k, 

P 

toutes les fois que 

Considérons maintenant deux cercles de rayons a, et a^^^, 
Paire a. comprise entre les circonférences de ces deux cercles 
sera égale i 

et Ton voit que si 



n^n 






P 

où p est le nombre des zéros compris entre les deux cercles, a 
une limite finie, la fonction est du genre &>. 
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Supposons maintenant qifen joignant les zéros voisins de la 
fonction on puisse former un réseau de triangles, qui couvre 
tout le plan, et que pour n suffisamment grand ceux de ces tri- 
angles compris entre les cercles de rayon a. et a,^^ puissent 
être regardés comme ayant des surfaces égales, alors p— où p 
est un facteur fini différent de zéro sera la surface S, de Tun de 
ces triangles et Ton conclut de là que si 

lima?-«S„ = A, 

où X est un nombre fini différent de zéro, S. Taire d'un triangle 
formé par trois zéros voisins, et a. le module de Tun de ces 
zéros, la fonction est du genre gd. 

En particulier, si S„ tend vers une limite finie, la fonction est 
du second genre. 

Quant à la valeur du facteur p, on peut voir qu'il a pour limite 
i pour n infini. 

Si en effet Taire a^ est telle que le rapport de son périmètre à 
sa surface soit négligeable, ce que Ton peut supposer pour n 
suffisamment grand (puisque d,, peut croître indéfiniment avec n), 
on pourra négliger les triangles qui sont rencontrés par le péri- 
mètre. Soit alors m le nombre des triangles compris dans o-. et p 
celui des zéros, qui leur servent de sommets, la somme de tous 
les angles des triangles sera 2 m^* D'autre part, autour de 
chaque zéro la somme des angles est 2 tt, par suite la somme de 
tous les angles formés autour des p zéros et %np; or, à la limite, 
cette seconde somme doit être égale à la première et on a 

2tp = imjt, 
d'où 

P ^ 
lira a = lira ~ = - . 

fit iib 

Remarquons que notre théorème serait encore appliquable si 
le rapport des aires de deux triangles quelconques compris entre 
les cercles de rayons a. et a.^.^, au lieu de tendre vers 1 égalité^ 
tendait vers une limite finie quelconque (variable avecla direction 
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suivant laquelle on s'éloigne à Tinfini) ; dans ce cas, au lieu de 

S„=/tc — , on aurait yS„=A4~, 
P P 

y étant un nombre fini différent de z:éro et rien ne serait changé 
au résultat. 

Enfin, si le réseau de triangle, au lieu de recouvrir le plan en 
entier, n*en recouvrait qu'une fraction (si, par exemple, les zéros 
n'occupaient qu'une moitié du plan), le théorème s'appliquerait 
encore, pourvu que fx ait une limite finie différente de zéro (qui 
dans ce cas ne serait plus i). 



IV. — Décomposition de sin ttx en facteurs primaires. 

Cherchons d'abord la décomposition en facteurs primaires de 
l'expression 

sin nx. 

Cette expression étant nulle pour x = 0, nous considérerons 
la fonction 

sin nx 

nX 

qui est égale à 1 pour x = 0. 

Cette fonction admet les zéros donnés par la formule 

X =5 w, 

où n est un entier quelconque positif ou négatif, mais différent 
de zéro. 

D'après ce que nous avons vu, la différence des modules de 
deux zéros consécutifs étant constante, la fonction est du premier 
genre ; on a par suite' 



sm TTX 

irX 



«<"n'(l--)e', 
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en indiquant par un accent que la valeur de n doit être 
exceptée. 

Reste à déterminer 6 (x). 

Si nous réunissons d^abord les facteurs qui correspondent à 
des valeurs de n égales et de signes contraires, nous aurons 



sm nx 



irx 



=e-n(i-î;). 



Sous cette forme nous voyons que 6 (x) qui est, ainsi que 
nous le savons, une fonction holomorphe égale à zéro pour x^s 0, 
sera de plus une fonction paire, puisque en changeant x en — x 
cela ne change ni le premier membre, ni le produit qui figure 
dans le second. 

Prenons maintenant la dérivée logarithmique des deux mem- 
bres, nous aurons 

COSttX 1 ^ 2x 

ir-^ =G'(x) + 2-^ -; 

sin TTX X I X — rr 

posant ensuite x s=ap + qi, nous pourrons écrire cette équation 
ainsi : 



Considérons la série qui figure dans le second membre, je dis 
qu'elle tend vers une limite finie lorsque p + qi augmente indé- 
finiment. 

Il suffit pour cela de faire voir qu il en est ainsi pour la série 
des modules 

^ 2 l/p* -+- 9* 



V^'i 



2 

9 



l/(n«-f-^« — py.+.4pV 

\ 

9 



•\/(-vr-i 



— 2i5 -^ i6. 

q étant pris ici en valeur absolue puisqull s'agit des modules, ou 
en posant 

P 

de la série 

1 

9 



2\/a' -4- 1 2 



Vi'-^-ÏÏ-*-- 



Si, en effet, dans cette série nous réunissons les termes en 
groupes contenant chacun q termes (nous supposons donc que 
Ton fasse croître q en lui donnant des valeurs entières, ce qui ne 
présente aucun inconvénient), nous aurons en supposant a^ — 1 
compris entre m^ et (tu •+- 1)^ et considérant la série 

1 1 

S= — H — -4- ■• 



1/(1 - a^ ^ W 1/(1 — a« -^ 1)« -4- 4a« 

1 



dont je désigne les termes par 

Mo, Wi, tii, ..., w^,.-- 
1" Pour n < w, 

1 i 



»n 



V/(,-..."-ï)'... v'(._..,!=?^)-.w 



1 

9 



VFTZ^^Eiq^i; 



< w«+i ; 
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2* Pour n=fn (puisque, si m ^ 0, on a a > 1 ), 

\ 



l/(....,..,„.,)' y/(,_.,,.4')V^, 



i 

9 



v/(._...<=î^nvu 



9 






v/(,_...(^!î±±:ii):)V„ 

5" Pour n > m, 



\/(— "-ïr-- v/(— ^^r*- 



i 

9 



>«.44- 



Mais la série S» qui ne dépend pas de q^ est convergente 
puisque son terme général peut s'écrire ^, 



1 

ou x = — 



et que i tendra vers 1, lorsque n croîtra indéfiniment. 
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Od voit que> S désignant la somme de cette série, celle des 
modules des termes de la série proposée aura une somme qui 
tendra vers une limite finie, comprise, 

!• Si a <0, auquel cas w=0, entre 



2i/l-4-a«S et 2 l/j ^ a* (S — t/,); 
2* Si a > 0, auquel cas m^O, entre 

\ Î2a/ 

2 i^m? (s — î/« — w^, -*- — ) 

Donc, lorsque p h- qi croit indéfiniment la série 

^_ 2(p-+-qft) 



n'-^ 9' — 2^7* — p* 

tendra vers une limite finie, puisqu*il en est ainsi pour celle for- 
mée par les modules de ces termes. 

D*autre part, dans Téquation (1)» le premier membre tend 
suivant le signe de q vers =t: tti, lorsque p + qi croit indéfini- 
ment le second terme du second membre tend dans les mêmes 
conditions vers zéro ; par suite 6'(p -1- qi) tend vers une limite 
finie lorsque p -4- qi croit indéfiniment. Mais G'(x) est la déri- 
vée d'une fonction holomorphe, c'est donc aussi une fonction 
bolomorphe et, comme elle est finie pour x infini, elle se réduit 
à une constante. 

D'ailleurs 6'(x) étant la dérivée d'une fonction paire, est 
impaire ; et comme elle se réduit à une constante, cette con- 
stante est nulle. 6(x) est donc constant comme d'ailleurs il est 
nul, par hypothèse pour x = 0, on a 

G (x) = 0. 
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Donc enfin 

(2) sin7rx==7rxn'(l le* 

-»\ ni 



ou 



sin 1TX = ttx 



v('-a- 



Remarque. — Pour la série 2 n*^x* * '' semble à première vue 
que Ton aurait pu dire que pour x infini chaque terme tendant 
vers zéro la somme elle-même doit tendre vers zéro, mais cette 
conclusion serait inexacte, le nombre de termes étant infini. 

Il résulte en effet de ce qui précède que, suivant le signe de g, 
cette somme tend au lieu de cela vers =b 7tt. 

De la formule précédente on peut en déduire plusieurs autres, 
dont quelques-unes nous servirons plus tard. 

En prenant la dérivée logarithmique de l'expression (2), on 
aura 

COSTTX 1 A,/l 1 \ 

(3) n-, = -^\ -^ 1 

sm nx X ^ \« X — ni 

(raccent indiquant toujours que la valeur de n est exceptée 
dans la sommation). 

En différentiant de nouveau, il viendra 

(*) ^-1. 



sin'wx Ti[x — n)' 
Si dans la formule (3) on change x en x + i , on aura 

(6). . — TT = - -^ \ _ ^ _ . 

cosTX 2x -+- 1 Ti\n 2x — 2n -+- 1/ 

« 

Mais, en réunissant dans la formule (3) les termes qui corres- 
pondent à des valeurs de n égales et de signes contraires, on 
pourra écrire 

COSTTX 1 ^ 2x 

(6) . 



• • 



SIHTTX 



X ^x^ — n* 
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De même, en réunissant dans la formule (5) les termes qui 
correspondent aux valeurs n et — n -h 1 de n, on aura 



(7) . . . . — ir = 2rT 



«» 



cosTX ^ 4x' — (2n -*- i) 

car si Ton faisait d*abord la sommation de — n -f- 1 à n, on 
aurait 



i ^ç* 8x 

n'^X 4n* — (an-*- i)* 



et lorsque n croit indéfiniment, le premier terme tend vers zéro. 
En retranchant Téquation (7) de (6), il viendra 

/cosrx sin7rx\ 2*- i 2x 2x 



' -7 



xsinTTX coswx/ sin27rx x i — x' 4 — x' 
2x 8x 8x Sx 



• • 



•« • 



/i' — X* i— 4x' 9— 4x* (2n-*.i)'— 4x» 

ou en remplaçant 2x par x 

TT i 2x 2x 2x 



sinTX 




X 


~4" 


— 


x« 




16- 


x^ 


1 


• • •• < 


4n» 


— 


x' 




• • • 




-+- 


r 


2x 

— X* 


-♦- 


9 


2x 


?" 


• •• 


-♦- 




2x 






-t- 






(2n 


+ 1)' 





X* 





V. — Définition des fonctions doublement périodiques 

de troisième espèce, 

M. Hermite a proposé le nom de fonctions doublement pério- 
diques de troisième espèce pour celles qui jouissent des 
propriétés 

On pourra toujours en posant 
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déterminer ^ et X', de telle façon que Ton ait 

[{z -^ 2K) = nzu 

On aura, en effet, 

OU 

f{z -4- 2K) = e'(«^^-H^«^«>+«>'-M/'(^) 
et Ton devra poser, m désignant un nombre entier 

4Kx -♦- a = 0, 

4K'; -*. 2Kr -4- 6 = 2mTi, 

d'où Ton déduit 

a , 6 a m^rt 

D ailleurs la formule 

/(z-f-2iK') = c*'+7'(z), 

qui ne doit pas changer, si Ton remplace z par z -+- 2K, fait 
voir que Ton a 

m désignant un entier positif, négatif ou nul. Si Ton pose alors 

BK _ / BK 



jy = X -4- 



BK ^, , J BK\ 



la fonction P(x) vérifie les deux relations 



MT'I 



F(x -4- 2K) = F(x), F(x -4- 2tK') = e -^ F(x). 

Mais nous ne nous occuperons pas davantage de ces fonctions 
en général, et nous nous restreindrons à celles qui sont holompr- 
phes, ce sont les fonctions intermédiaires de MM. Briot et Bou- 
quet, à la classe desquelles appartiennent les fonctions H, 6, A/ 
et CF que nous avons eu à considérer. 






VI. — Décomposition en facteurs primaires de la fonction a (u). 
Les zéros de celte fonction sont donnés par la formule 

OÙ tn et n sont deux entiers quelconques, positifs ou négatifs. 

L'aire du triangle formé par trois zéros voisins sera con- 
stant, comme d'ailleurs pour toutes les fonctions intermédiaires 
(en particulier si K et K' sont réels, il sera égal à i KK') ; cette 
fonction est donc du second genre, comme d'ailleurs ^ est égal 
à un pour u = 0, on aura 

"(")-"«''■■'"•(' -j)'-"** 

ou 

Reste à déterminer G(w). 

En prenant la dérivée logarithmique de celte expression, on 
aura 

et en différentiant une seconde fois et tenant compte de la 
relation (") 

puis en difTérentiant de nouveau 

-p-M-G-W^Sj^. 

la valeur 3= n'étant plus exclue, ce qu'indique la suppression 
de l'accent. 

n t'«pirti«,p«ge49. 
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Mais p(u) est doublement périodique de première espèce 
avec les périodes 2K et 2tK', il en est de même de la série 
qui figure dans le second membre, série qui est toujours con- 
vergente pour u^8 (*). 

Donc G'"(ti) est doublement périodique et comme il est holo- 
morphe, il se réduit à une constante. Mais cette constante doit 
être nulle, car p(u) étant paire et la série 



vf_J 1] 



.(Il - s) 

ne changeant pas lorsqu*on y remplace u par — u (puisque les 
valeurs de s sont deux à deux égales et de signes contraires) 
G"(ti) doit être également pair, et sa dérivée impaire. 
On a donc 

G'"(m) = 

et 

G(u) = Att* -+- bu. 

On a donc 

<7(tt) = ue*"^""n'( 1 je' *'\ 

Mais en réunissant les facteurs qui correspondent à des 
valeurs de s égales et de signes contraires, on aura 






m et n dans s ne recevant dans ce cas que des valeurs positives 
ou nulles, mais n'étant pas nuls en même temps ce qu'indique 
Taccent. 

Comme (j (u) est impair, on en conclut dâbord 

B = 0, 

puis comme dans son développement suivant les puissances 

(*) Puisque la fonctiou a (u) est du secoud genre. 
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croissantes de t« il ne doit pas contenir de termes en u\ on en 

déduit 

A«0. 

Si en effet on effectuait le développement de l'expression 
ci-dessus en négligeant les termes en u" et tenant compte^ de 
B =s 0, on aurait 

„(,^A«',n'(i-^)(,^^) 
c'est-à-dire, en négligeant toujours les termes en u", 

Donc, pour qu'il n'y ait pas de termes en u\ il faut que l'on 
ait aussi A «=» ; donc en définitive G(fi) =» 0, et enfin 



ou 



(M) = Mii'(i --je* *-. 



Au moyen de la relation (*) 

où le multiplicateur de H(u) est supposé comme celui deV (u) 
égal à y, on déduit ensuite 

n(u) =H»e(^"'^^"' un'(i —-Je'"^^, 

oùy comme nous l'avons dit, 

8 = 2mK H- 2ntK', 

m et n recevant toutes les valeurs entières positives, négatives 
ou nulles, mais n'étant toutefois pas nuls tous deux en même 
temps, ce qu'indique l'accent. 



n 4'* partie, page 50. 

XI. i5 
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VII. — Théorème de M. Millag-Leffler. 

Soit l'intégrale 

J =ff(z)dz. 

où (g ^1' 'i S')')' '^s aflises de deux [loints A 
et A' el f(z) désigne une fonction finie et 
- A continue sur l'arc AA'. 

''^ Le module d'une somme étant plus petit 

l que la somme des modules de ses termes, 

^ on a en adoptant une notation employée plus 
haut 

\i\</\fyz)\-\dz\. 
ou en désignant par 6 un nombre compris entre et ] 

\i\~B/\M\.\dz\ 



\dz\ = Vdx' + rf;/' = ds 
en appelant ds l'élément do l'arc de courbe AA' el l'intégrale 

étant réelle, elle est évidemment comprise entre 

nf'ds cl mfds, 

M et m étant les valeurs maxima et minimn que prend le 
module de f(z) lorsque z décrit l'arc AA'. 
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On aura donc 



/ 



m 



ds = 



ds = 



m 



.arcAA', 



{ désignant Taffixe d*un point sittié sur la courbe d^intégration AA'. 
En effet, f{z) étant continue lorsque z d'écrit Tare AA', le mo- 
dule de f{z) passe par toutes les valeurs comprises entre M et m. 
On aura donc 



= ô 



M) 



arc AA'. 



Soit maintenant i; et («> les arguments de J et f(^) on a 

J = e'^|J| et /•(Ç) = e--|AÇ)|. 
La formule précédente peut alors s'écrire 

J = ôc'î^-")/'(Ç)arcAA'. 

Le facteur Qe*^K'^^ est une quantité imaginaire dont le module 
est moindre que Tunité, nous le désignerons par X (*), de sorte 
que Ton a 

4 = AarcAAY(Ç), 

). étant, ainsi que nous venons de le dire, un facteur imaginaire 
dont le module est moindre que l'unité et | l'affixe d'un point 
situé «tir la courbe d'intégration entre A et A'. 

Ceci posé, soit a^ , 02, a^ ... les afBxes des points de disconti- 
nuité d'une fonction uniforme quelconque f(x\ mais dont nous 
supposons expressément les points de discontinuité isolés; on 
aura, par suite, si le nombre des points de discontinuité est 
infini lim |a,| :s= 00 pour n infini. 



(*j L'introduction de ce facteur est due à M. Darboux. 



Î7. _ 22fi — 

Considérons maîntenanl l'iniégrale 

-f(z]dz 



"isrij z—x' 




effectuée le long d'un contour fermé S qui 
contient dansjson intérieur un certain nombre 
de discontinuités a^, a^, a^ ... de f(z) et aussi 
le point z^x, mais telle qu'il n'y ait aucun 
poini de discontinuité de la fonction /'(z) 
situé sur le contour lui-même. 
Entourons chacun des points a^, a^, ... x d'un cercle fermé 
ayant le point pour centre, et assez petit pour ne contenir à son 
intérieur qu'un seul de ces points, ce qui est possible, puisqu'ils 
sont séparés par des intervalles finis. 
Alors, en désignant l'intégrale 



•ifi'i J z — x 



prise le long d'un certain chemin, dans un sens déterminé, par 
l'indication de ce chemin entre parenthèse nous aurons l'égalité 






(a,) -H (a.) + (o.) H 



k(x). 



Nous allons maintenant étudier chacun des termes qui y 
ligurent. 
En premier lieu on a, comme on sait. 

Considérons ensuite l'intégrale 

l'intégration étant faite suivant une circonférence de centre a, et 
de rayon p très petit, de sorte qu'on doit supposer z^a-hpe". 
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Celle intégrale, si Ton remplace-^ par l'expression identique 
i 1 z — a, (2 -a,)"-* {z — a^Y 



X — z X — Oj (x — ttif (x — ff|)" (x— Oj)" (x—z) 

s'exprime par un polynôme entier en ^^^^ de degré n privé de 
terme constant et augmenté du reste 

^IriJ (x— a,r(x— 2r)* 

Mais, en vertu de la formule établie plus haut, on aura 



t (x — a|)»(x— ê) 



£ désignant Tailixe d'un point de la circonférence de cercle sui- 
vant laquelle s'est faite l'intégration, de sorte que /*({) est fini et 
déterminé. 

Le seul facteur variable avec n qui figure dans cette expres- 
sion est (l^^)"; or le module de { — a^ est p (p pouvant être 
pris aussi petit que l'on veut sans changer la valeur de l'inté- 
grale, puisque le cercle ne contient que le point de disconti- 
nuité a^), le module de x — a^ a au lieu de cela une valeur finie 
et déterminée que l'on peut par suite supposer plus grande que 
p. Le reste R a donc zéro pour limite. Par suite l'intégrale est 
exprimée pour toute valeur de x par une série suivant les puis- 
sances positives croissantes de 737-; c'est donc une fonction 
holomorphe de — ^ sans terme constant que nous représente- 
rons par 

-G,(-^). 

\ X — «4 / 

Il en sera de même pour les autres points de discontinuité a, 
et on aura par suite 

2W./ iz-x) '^ ' ^ 'Kx — aJ 
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la sommation étant étendue à toutes les discontinuités 04, a^ ... a. 
comprises dans le contour S. 

Mais comme nous supposons essentiellement que le contour S 
ne passe ni par le point x (qui est à Tintérieur du contour S) ni 
par aucune des discontinuités de la fonction /'(z), on voit que 
l'expression /— est une fonction finie et bien déterminée pour 
tous les points du contour S; par suite, Tintégrale J est une fonc- 
tion de z finie, continue et uniforme pour tous les points situés 
à Tintérieur de ce contour S, et en la représentant par ^(x) on 
peut écrire 

A^) = 2 G» (;^j -H * (x). 

Supposons maintenant pour commencer que f(x) ne contienne 
pas d'autres discontinuités que celles contenues dans le contour 
S, ce qui pourra toujours être si f(x) ne contient qu'un nombre 
fini de discontinuités, en prenant le contour S assez grand. On 
pourra alors agrandir indéfiniment le contour sans modifier la 
valeur de l'intégrale J et alors ^(x) sera une fonction finie 
continue et uniforme dans toute l'étendue du plan, c'est-à-dire, 
une fonction holomorphe 6(x), d'où la formule 



Ax) = G(x).2G.(^) 



qui s'applique au cas où il n'y a qu'un nombre fini de disconti- 
nuités. 

Cette formule s'appli<][uerait encore au cas où le nombre des 
discontinuités est infini, si la série 



^<-^} 



était convergente pour toute valeur de x, autre que les valeurs 
04, 02 ..., puisqu'en retranchant cette série de f(x), on aurait une 
fonction qui, en vertu de la formule 



Ax)=.*(x).2G,(^). 
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conserverait une valeur finie à Tintérieur d'un contour S quel- 
conque^ c'est-à-dire pour toute valeur de x, ce serait donc une 
fonction holomorphe 6(x), et Ton aurait 



\x — aj 



Il n*en sera pas en général ainsi, mais Ton peut toujours ajou- 
ter à G, [^3-^] un polynôme entier P, de degré suivant les 
cas fixe ou variable avec n et tel que la série 

étendue à toutes les valeurs de n soit convergente. 

Pour cela, remarquons qu*en vertu des formules établies pré- 
cédemment on a 



- » 



Cn 



rintégrale étant effectuée le long d*un cercle de centre a. et 
de rayon R, assez petit pour que ce cercle ne contienne pas 
d'autre discontinuité que le point a. . 
Mais à cause de la relation 



\ \ X X*~^ X 



v-t -v-l 



— -4- -— -». ••• 



2 — X Z 2" 5''-* 2^-*(z — x) 

l'équation (1) peut s'écrire de la manière suivante : 



Cn 



Les premiers termes de cette intégrale donnent un polynôme 
en X de degré v — 1, et en le désignant par P. il viendra 

G f * \ ^ P «==1 rfHiM^ 

'\x — aj " inij z*-*(« — x) 



^ 



t 

I 
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Mais la formule donnée plus haut 

a = x/"(Ç)arcAA' 
donnera ici 

( étant un point du eercle de centre a. et de rayon R. suivant 
lequel s*est fait Tintégration, on a 

t étant un argument réel . 
Il vient, par suite» 

G -HP ,; ^'-'Kf\an -H R„6'-) 

Nous pouvons évidemment supposer que le rayon R. du cer- 
cle c, ne surpasse pas une quantité constante que nous désigne- 
rons par p. On pourra alors assigner à n une valeur finie k, è 
partir de laquelle on ait constamment 

I «„ I - P - Ç > 0, 

( désignant le maximum du module de x dans la région consi- 
dérée. Cette inégalité exprime que le cercle de rayon ^, décrit 
de Torigine comme centre, ne coupe pas le cercle de rayon p 
décrit de a, comme centre, |a.| croissant au delà de toute limite 
et p étant fixe, cela a toujours lieu quelque grand que soit ( 
à partir d*une certaine valeur de n. 
Ceci posé, on a évidemment 



*-i 



2 (G. -»- p.) = 2 (G. -^ p.) -^ 2 (^-^ ^ P-)- 

* 

La première somme, qui ne contient qu*un nombre limité de 
termes, dont chacun est convergent dans toute région qui ne 
contient aucun des points a,, a,, ... a«.|, est elle-même conver- 
gente, de quelque façon que Ton choisisse les polynômes P. 
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Si nous considérons un terme de la deuxième somme, nous 
aurons, en employant toujours la même notation pour désigner 
les modules des quantités imaginaires, 



G„-*.P, 



|A|.|x-'-M.RJ/-(a„-f-R„6'0| 



Mais 



x|<ç, R„'<p, h|<i, 



et si nous désignons par M„ le maximum du module de 
/(o„ -h R„c") on aura 



PJ< 



^'''9K 






en désignant par la quantité 



1 — 



«« — P 



qui tend vers 1 lorsque n croit indéfiniment. 

Distinguons maintenant deux cas. 

Supposons d'abord qu*on puisse trouver un nombre entier 
positif (ù tel que la série 



2 



a 



n 



où les numérateurs A„ sont des constantes quelconques, soit 
convergente. 

On rendra alors la série en question convergente en prenant 



A„ = pM, 



et ■ v^a, 



car 



Ç'-'pM-. 



peut alors s'écrire 



«(|«.|-p)' 






33. 
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en posant 



'-•(•-lirr 



quantité qui est positive et a pour limite 1 lorsque n croit 
înclé6niment. 
Dans ce cas la série 






P»^ 



sera convergente, puisqu'il en est ainsi de la série formée par les 
modules de ces termes. 

Supposons maintenant que Ton ne puisse pas déterminer un 
nombre fixe gd, tel que la série 



2 



soit convergente. 

Nous poserons alors (*) 



>(0 



et nous aurons 



M,P-(|aJ-p^ 



p.K 



fV-l 



»(l«,l-p) 



V-ïn 



De cette façon la série 



2 



ç 



V— I 



"(Kl-p) 



„V-^'* 



sera convergente si nous prenons : 
!• Pour X^ négatif ou nu\v = n; 
2* Pour \ positif v => n + 2X„. 
Car son terme général pourra s'écrire 



Ç" 



(l'^l-p)' 



Kn, 



(*) Cours d'analyse de Mr Jordan, tome II, page «^i. 
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où pour \ négatif ou nui 

i 



et pour >„ positif 

çe\|aj — p/ 
Or, la racine n* du terme général sera 



^K, 



(l«»l~p) 



quantité qui tend vers zéro, puisque K„ est toujours fini (il tend 
même vers zéro si \ ne tend pas lui-même vers zéro, mais est 
dans tous les cas fini) et que |a„| croit au delà de toute limite. 
Nous voyons donc que la série 



2 [-.<•) *«.C-^)] 



étendue à toutes les valeurs de n, c'est-à-dire à toutes les dis- 
continuités de la fonction f(x), représente une fonction analy- 
tique {*) dans tout le plan. 

Si donc on retranche cette série de f(x\ on aura une fonction 
qui, en vertu de la formule obtenue plus haut, 

/(x)=*(x)-^2G»(di:)' 

conserve une valeur finie à Fintérieur d*un contour S quelconque, 
c'est-à-dire pour toute valeur de x, ce sera donc une fonction 
holomorphe G{x) et Ton aura 

/•(x) = G(x) H- 2 [p«w -^ ^«(^^zr^)] ' 



(*) On appelle fonction analytique d'une ?ariable une fonction dont chaque branche 
est continue et admet une déri?ée elle-même continue, excepté en certains points 
singuliers. 



fiirmule qui est l'expression analytique du théorème de M. Hittag 
LeJUer, pour le cas d'une fonction uniforme ayant un nombre 
quelconque de discontinuités isolées. 



Vin 

Gomme application du ihéorème de M. Miltag-LeQIer, don- 
nons l'expression des fonctions doublement périodiques de 
première espèce qui ont des points singuliers essentiels, expres- 
sion obtenue par M. Appell. 

Soit F(x) la fonction proposée et admettons que ses périodes 
soieAt âK et ât'K', de sorte que l'on ait 

F(x-t-2K)=F(r| 
F(a;*2."K') = F(a;). 
IVous poserons 

(!) . . . F(z) =5't'(x) -H sii3ccni(lnx*,(3r} 

en désignant par 4>(x) et 0,(x) des fonctions doublement 
périodiques paires. 

Ceci est toujours possible, car si l'on change x en — x dans 
l'expression (1) on aura 

(2J .... F(— a:) = * [x) — sn a: en x dn r *,{x-) 

et on tirera de là 

*(:r) = lF(x}-.-JF{-x) 

*,(x) = 1— ; — I F(i) — F{— 1)1, 

ce qui donnera des valeurs toujours acceptables pour 4>(x) 
et *,(jr). 
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Cela étant, je remarque que ces fonetioné ont aussi pour 
périodes 2K et 2iK' ; si donc on pose 

snx = Zy 

on obtient pour leurs transformées 

dz 



* 






l/R(z)_ 
et 






où 

expressions qui sont uniformes par rapport à z. 

On sait, en effet, qu'en faisant décrire à la variable un contour 
quelconque, toutes les déterminations correspondantes de l'inté- 
grale elliptique de première espèce sont données par les formules 

dz 



t',K' + r 



et 

(4m ■+- 2)K H- î2m'iK'— /' 1=; 

^ i^k(z) 

or la condition de périodicité et celle d'être paires montrent, en 
effet, que nos expressions reprennent bien la même valeur. 

J'ajoute qu'elles n'ont dans 1c plan qu'un nombre fini de 
discontinuités. En effet, les fonctions 4>(x) et $i(x) n'ont dans 
le parallélogramme des périodes qu'un nombre limité de pôles 
ou de points essentiels. 

En désignant l'une de ces discontinuités par x^sa, toutes 
celles qui seront représentées parla formule 



X = a -+- 2mK -f- ^m'iK 



tmf 
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conduisent pour la variable z soit à la valeur z = sna^ soit è la 
valeur de signe contraire z = — snot. et ces quantités seront en 
nombre fini. 

Cela étant, le théorème de M. Mittag-Leffler, pour le cas où il 
y a un nombre fini de discontinuités, donne 



4 r-^1 



j(z) + 2g[ — î — ) 

^ \z — sna/ 



OÙ 9^ et 6 sont des fonctions holomorphes de z et de — — . En 
revenant à la variable x on obtient 

^ \Sï\X — sna/ 

on aura pareillement 

^i{x) = gi{^r\x) -H 5g,( ). 

De là on déduit la forme générale de la fonction uniforme 
doublement périodique F(x) présentant des points singuliers 
essentiels. 



IX. — Développement en produit des fonctions 6. 
Nous avons obtenu plus haut la relation (*) 



H(ti) = H'(o)c^« '"• ^'""un'fi— -jc^"*" 






où 



s = î2wK -4- 2niK' 



et Taccent indiquant que la valeur S'^O est exclue dans le 
produit. 
Cherchons à passer de cette forme de développement aux 



(') Page 24. 
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formes de Jacobi, mais, afin d*obtenir d*un même coup ces 
différentes formes, nous poserons : 

GO et (ù' étant liés à K cl K' par les relations 

û) = aK -t- ÔlK' 

avec 

«<? — rp = i, 

c'est-à-dire par les relations qui caractérisent une transformation 
du premier degré. 

Cette substitution d'une valeur de s à Tautre est évidemment 
permise, puisque, somme toute, d'une façon comme de l'autre 
les valeurs données à s seront les mêmes et que le produit II est 
essentiellement convergent, c'est-à-dire convergent de quelque 
façon que l'on groupe les facteurs. 

Cette substitution d'une valeur de « à l'autre revient à rem- 
placer un réseau de parallélogrammes par un autre réseau 
ayant les mêmes sommets. 

Toutefois avant d'aller plus loin, nous allons donner quelques 
notations et quelques résultats relatifs aux fonctions 6 et H qui 
nous seront nécessaires dans ce qui va suivre. 

Souvent, au lieu de désigner, ainsi que nous l'avons fait jus- 
qu'ici, les quatre fonctions de Jacobi par H, H4, 6, 6|, on 
emploie les notations Oq ou 9, 64, 6^, 63 en posant 

on indique alors Tune quelconque des quatre fonctions 9 par 9«, 
s pouvant recevoir une valeur entière quelconque, mais étant 
remplacé par son résidu par rapport au module 4 (c'est-à-dire 
par le reste de sa division par i). 
Parfois aussi on emploie un double indice, en posant 

O|,0 = 5> 0,,, = d, , 00,1 = ^1 9 OojB = ^3, 
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et Ton désigne Tune quelconque des quatre fonctions par 6^^ en 
convenant de remplacer les nombres entiers quelconques fx et y, 
par leurs résidus par rapport au module 2. 
Ceci posé, je dis que Ton a 

où 

(2) . . . . s = (a -+- p)* -+- -Jp -+- 4. (mod. 4) (*). 

On vérifie de suite Texactitude de cette formule pour a = 1 
avec p = 0, a = avec (3 = 1, et aussi pour a = 1 avec P = 1. 

Il suffira donc de faire voir : 

1" Que si elle est exacte pour une valeur de a et P, elle Test 
encore lorsqu'on augmente a d'une unité ; 

2* Que si elle est exacte pour un système de valeurs de a et 
P, elle est encore exacte lorsqu'on augmente P d'une unité. 

Supposons d'abord la formule exacte pour w -4- «K -4- PtK', 
je dis qu'elle le sera encore pour wH-(a-4-l)KH- PiK'. 

Si en effet on change u en u + K dans la formule (1) suppo- 
sée exacte pour ti -4- «K -+- PtK', on aura 

Mais comme 

on aura 

e,[M 4- (« -H i)K -4- ptK'] = 6.(ti H- K)(tf<«^-*^+«~*>c « '^ . 

Il s'agit de faire voir que cette valeur est la même que celle 
que Ton aurait déduite de la formule (1), en y donnant à a la 
valeur a h- 1 . 



(*) En employant le double indice, on aurait eu 

ei,,(M -4- «K -f- piK') = e,+;t.i+^(u)(0(«-«)«^+«(«-i)c" «" ^+^*'^. 
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Or en remplaçant dans (1) a par a -+- 1, on a 

avec 

(3) . . . 8, s (a -t- i -h p)' H- 2p -4- 4 . (mod. 4), 

et il s*agit donc de faire voir que Ton a toujours 

ou ce qui revient au même 

(4) . . . e.(i/-K) = fl..(i/)(tr^-*> = (-ir<^+*>fl>)- 

Pour vérifier celte relation, remarquons d*abord qu'en vertu 
des propriétés des fonctions 9 

si s ^ on doit avoir «i ^ 5 

8^i > s, ^ 2 

«s2 » «4 = 1 

c'est-à-dire que la condition nécessaire et suffisante, pour que la 
valeur de s soit convenable, est 

8 -^ Si^Z (mod. 4). 
Or, 

a4.«.=(a4-p)»-v2p4.|H-(a-*-1-+-p)'+.2p-*-ls2(a-^p)'^2(a-Hp) + 3 

s2(a-^p)(a-f-p-+-i)H-3=3, (mod. 4): 

puisque le produit (a -h (3) (a + P + 1) est évidemment pair, 
et par suite la valeur de s^, donnée par la formule (3), est 
toujours bonne. 

Ce premier point vérifié, on voit, en vertu des propriétés 
connues des fonctions 9 (*), que le second membre de l'équa- 
tion (4) doit être négatif si 

« ^ 2 (mod. 4) 



n !'• partie, page 12. 
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et seuleoient dnns ce cas ; or la Tonniile (3) fait voir <\ae a ne 
peut être = 2 que si « + ^ est impair. 
Mais si tx + ^ est impair 

(b -4- P)' = 1 (mod. 4). 
Soit en effet 

a ^- p = 2n -H 1 
on a 

(» + p)' = 4(ti» + n) -I- 1 ^ ) {mod. 4). 

Donc pour que 

ssS (mod 4], 

il faudra en plus que l'on ait 

3^ = (mod. 4) 
ou 1^ pair. 

Donc la condition nécessaire et suOisante, en vertu des pro- 
priétés des fonctions 6, pour que le second membre de l'équatioD 
(4) doive éire négatif, est que l'on ail a impair et p pair, et c'est 
bien ce que donne la formule (4). 

Nous avons donc vérifié que : 

Si la formule {{) est exacte pour un système de valeurs de a 
et ^, elle l'est encore lorsque l'on augmente a d'une unité. 

Je dis maintenant qu'elle le sera encore lorsqu'on augmente 
^ d'une uniié. 

Changeons en effet u en w-i- l'K' dans la formule (1). 

On aura 

fl.[ii + «K ■*- (p -H ) ) iK'J = 9.[u ->- iK')[i)'-'-"*^+«"-*' r « "•+"'+^"'^ 

ou comme toujours 

ss(«-Hp)'-H2p-t-i {mod. 4). 

Il s'agit de faire voir que celte valeur est identique avec celle 
que l'on déduirait de la formule (1) en ; changeant P en Çi-i-i. 
En faisant celte subsiilulion, on aura 

o,[k + 0.K -I- (p-i- l)iK']=0,_(f()(i')''*^"''''+'^'"'-"e " *'-«"''t"+«'+^'*'l _ 
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où ici 



(5) «,s(«^-p4-i)»^2(p-i-i)-*- i. 

II faut donc que Ton ait toujours . 



ou en réduisant 

(6) . . . . d.(ttH-tK') = fl.,(«')(»/*~*^c"* 



-SCU+OL') 



Pour que cette formule coïncide avec celle résultant des pro- 
priétés, comme des fonctions 6, il faut premièrement que 



si 


« — 


on i 


ait 


«,==<, 


» 


s — \ 


» 




«1 — 0, 


» 


s — 2 


• 




s, = 3, 


» 


« — 5 


ji 




»is2. 



c*est-à-dire que la condition nécessaire et suffisante, pour que la 
valeur de s soit convenable, est 

s + «I ^ i (mod. 4). 
Cette première condition se vérifie de suite, car on a 

« ^ «4 = (a ^ p)' -^ (a -4- p -*- i)» ^ 2p -H 2(p H- 1)* 

-*- 2 = 2(a H- p)[oL H- 6 -H i) -♦- 1 = 1 (mod. 4). 
Il faut ensuite que Fexposant de t soit 

^ i pour 5^0 ou s ^ i 

et qu'il soit 

^ pour « ^ 2 ou s ^ 3. 

Or, on voit que : 

1° Si a est impair 5 ^ 2 ou « ^ 3, suivant que^ (3 est pair ou 






45. 
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impair et dans Tun et l'autre cas, l'exposant de i est, ainsi que 
cela doit être, ^ dans le second membre de lequation (6) ; 

2^ Si a est pair 5^1 ou «^0, suivant que (3 est pair ou 
impair, et dans Tun et lautre cas l'exposant de t est ^ 1 dans le 
second membre de Téquation (6) ainsi que cela devait être. 

La formule (6) est donc toujours exacte, et par là, la généra- 
lité de la formule (1) se trouve complètement établie. 

Revenons maintenant à la formule (*) 






où 
avec 



et 



s e=i 2fwck) -*- 2n«'t 
aâ^py =1. 



Ecrivons maintenant en groupant les facteurs d'une façon par- 
ticulière, ce qui nous est permis, puisque notre produit est essen- 
tiellement convergent. 



(u) 



\ 2m«/ 



n:n„ 



1 - 



u 









nU>'i t 






m 



n- 

6) / 



Mais d'après ce que nous avons vu page 18, on a d'abord 



1\^ 

I 2w »Ji 2« nu 

iiri^li /e"' = — sin — 

m/ TT 2w 



(•) Page 2f . 
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44. 



Mais la formule que nous avons aussi établie plus haut 
page 19 

peut s'écrire 






i 



sinVx x' ^ {x — w)' 



et en faisant x = 



ycxf i .. /«V — sin'Tx\ 

2 -i=lini — ^-— 

^nr \ x'sinVx /,«, 



Gomme d'ailleul*s 



sin*TX = t' 



4-^....). 



•4 -.« 



et par suite 



— 00 



n* 



^('- 



r*u* 



uuLli 



e*-«^ «(*"«)• =. —sin — e""V 

2mcj/ T 2cj 



On aura ensuite 



1 



n 



m 



1 — 



U 

2â 



u 



?r-t 









m 



fICJ II 



CJ 



u 



nai ' 



/u w«'t\ ,1 2« a \ 

\2ûi a \ m ^ 2- 



n«'t 



n» t 



6) 



rCi 1 -f- 






U'i u 



Xe 






4S. 

Mais ' 



il-'^U 



na'i _ / nu'i\ î!^' i nu'i 

= — a^ii 1 e *^ r= - sin a- — 

a \ ma I t m 

(puisque m reçoit toutes les valeurs entières de — » à -i- oo 
sauf la valeur zéro), 
Ensuite, en vertu d'une formule déjà rappelée 



A'I na'i\* 4-/ n, 



Posons de plus 

m I m H ■ I m' h ^ 

S, sera toujours une série convergente, puisque pour m assez 
grand, ses termes difTéreraient très peu de ceux de la série con- 
vergente 

I 1 f 

On aura alors 

siaJ— — ^^] -■-^.,.+ , '^ 

.(«) = -s.n^e«""ll.[-)j -^^e " . 

sinjt 

Mais la série 

" sin' 

est toujours convergente. 
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Elle est en effet égale à 

22 



sur 



a 



et en posant ^^»p +9* et remarquant que q doit être positif, 
car par hypothèse le coefficient de t est positif dans ^ et il en 
est de même dans p-^ qik cause de la relation 

on aura pour le terme de rang n, ti. 

1 —4 



u. 



" 8in»n(p -f- 71) (e"f'^"«î — e-<'"-«0» ' 
ce qui peut s'écrire 

— 4 i 

Or le second facteur tend vers Tunité et en différera aussi peu 
que Ton veut, si Ton prend n assez'grand puisque 9> 0. 
Le module du premier facteur sera égal 



e'-«' 



quantité dont la racine n' 

in 



OSi 

R "" * "^ "" aK -♦- i3iK' "" tf + p(r -♦- «) 

_ (« -f- /3r)(y-H Sr) -4- J^^' «i 

(« -I- ^r)» ^ ^V ^ (« H- |3rj«V /3 V 

à cause de la relation 



8 pour limite 



quanlilé finie plus petite que 1, puisque 9 > 0. 

Ceci étant, on pourra faire sortir dans l'exponenlielle le t 
en u> du produit, et en posant 



4BII1 



nr-« '""^(-0- 



On peut mettre la valeur de S sous une forme un peu différeole. 
Posons pour cela 



(l-Q'-r 



comme par suite de la condition «^ — ^='i, la partie réelle 
iJans — est positive, ainsi que nous l'avons dit plus haut ; on voit 
de nouveau sous cette forme que ta série est convergente. 
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Passons maintenant de la fonction o-(ti) à la fonction 9^ on 
aura en vertu des formules qui lient ces fonctions entre elles (*) 

I f «' A 

..*! • sinTrI n — I 

Oi(u) = fi;(o)c^«' ' ^'^ -sin — n;(-i)— e ' '«* . 

sinw 



» 



Si Ton change ti en u + 2&), le produit II' ne change pas dans 
le second membre, car en groupant les termes qui correspon- 
dent à des valeurs de n égales, et de signes contraires, les termes 
en 1S« disparaissent, et les termes en sinus ne changent pas (les 
deux facteurs en sinus groupés ensemble changent chacun de 
signe, ce qui laisse leur produit invariable). 

On aura d*ailleurs en vertu de la formule (1) 

e^{u -4- 2aK -+- 2piK') = (— l)/^+«fl,(tt)e""^^"^^* , 

car ici 

« = (2a -+- 2p)» ^ 4p -^ i =4 (mod. 4) 

et 

(2a - i)«2p -♦- 2a(2a — < ) = 2(a -^ p) (mod. 4). 

Nous aurons donc en faisant ce changement 



a sm 

^ ÎZû) . nu \2cy « / - s. 

{-i)-sin-n:(-1) ^e ^*" 

T '2u nat 



I U na'i\ 

\2« « y -s. ^5^ 



smTT — 

Û3 






D Je désigne ici le multiplicateur par g au lieu de y pour éTiter la confusion avec la 
quantité r, qui figure dans la relation qui lie a'i à K et t'K'. 
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On conclut de là en désignant par X un nombre entier 



• • 



ce qui exige 



4» 1 g' fl == — — 



et 






on déduit de ces deux équations 



et 






2a = 1 — a — p + ^(ptK' — «), 

A, 



OU, en remplaçant u par sa valeur 

« = aK -♦- piK', 

2A=i— a — p — ap = 2 — (? -♦- «)(i H- p), 

comme d'ailleurs à cause de la relation 

a(î — py = i, 

a et (3 ne peuvent être tous deux paires, le produit 

(i H-a)(i+p), 

est pair, et par suite, la valeur trouvée pour A étant toujours 
entière, sera acceptable. 

En tenant compte de la relation 

— — «—ijîrZ * —ti 



— 249 — »0. 

On aura 

7) d,u)=— li^sm— c *-»n:-i) r: e '-*. 

ir 2» . JTÛJ t 



smn 



» 



Si nous réunissons maintenant les facteurs qui correspondent 
à des valeurs de n égales et de signes contraires, comme S, ne 
change pas lorsqu'on remplace n par — n, on aura 

[u «'A . (u «'A 

fl*i » sina- n — smT —--♦-»*— 

^ 2w TU -^co \2û) »/ \2» «y 
«,(u)=-<{o^in— e *<^ n.H'l) -— , 

sm 

6} 

mais 

(u w't\ . / u w'A i «'t 1 xu 
n — smr h n — = -cos27rn cos — 
2cj »/ \2&} » / 2 6) 2 0) 



sm 



1 / UT — 



i— 2Q"»cos f-Q*« 

— -f-a-— ^ sru\ w 

e *" — 2cos — = 



a I 4Q*" 

en posant comme nous Tavons déjà fait 

Q = e <• 
comme d'ailleurs 

. ,nr«'j (i-Q")' 



a 4Q'- ' 

on aura enfin 

(8) ,(«) = -f' ««-« -u — ^^-^^ — . 

Si Ton change maintenant u en u + u on aura en vertu de 
réquation (1) 



«.(w)(tV«-'>'^+^<^-*>e *» 



- , (l -^ 2Q*-cos— -+-Q*") 



2« , , , TU ^ , ^.^.^--r,.-, - 

— 6, (o)cos — e •*' n 



51. _ 2Ô0 — 

d*où, en tenant compte de Téqualion 

« = aK -♦. ptK', 

i e.(ii)= — e;(o)(t)-<* o«3-«(«-i)e 4 g u* cos — 

W \ (l -♦- 20*- cos ^ -4- Q*-) 



ri 
formule où 



(i - Q«-)« 



5 = (« -H P)' 4- 2p-f-i. 

Si dans la formule (7) on change ti en u 4- cd't, elle deviendra 
en vertu de Téquation (t) où Ton doit remplacer a et P par y el 8 

6, (ti) (t)(y -o«*+7(y -i)g « («-+ô«') 
= — »i(o)sin e **' 

.i.^^ - (8-. ) ^] _. 

u (— i) e ^ 

SIUTT 

a 

Considérons le produit qui figure dans le second membre el 
prenons les 2n facteurs qui correspondent aux valeurs de n, de 
— nh — 1 etdel an; joignons-y le facteur en sinus en dehors du 
produit, nous pourrons écrire le résultat de la manière suivante : 



u M) t\ . U » t\ 

sm jr 1 sm TT 

\2« 2gj/ \2« 2û)/ 



al 
sin T — 



[u ail Vu af\ 

— -.(2«-i)— sin TT —-^{^n-^i) — ] 

« ^ ^ (n — \)cô'i . na'i 

sin ïT sin n 

[" u «'•*] 



& » 



na'i 
sinir 

fi) 
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Car dans le produit les facteurs exponentiels correspondant à 
deux valeurs de n égales et de signes contraires se détruisent. 
D'ailleurs 

nui i i — Q«- 

sin T =» : , 

» 2i Q" 

sin T(n — i) — = : — - — ; , 

r U a'f] r U cd'%] 

sinTT (2m— i)— sioTT h(2n— 1)-^ 

L2« ^ ^2«J [2" 2«J 

,. , 1— 2Q'"-*cos— +Q«^"-«> 

i « • 1 TTM CJ 

==-cosw{2n— I) -cos — = r — : 

Le produit considéré peut donc s'écrire de la manière suivante 

— -i-fSn-*-! ) — 1 -2Q cos — 4- Q« i ^2Q«»-* cos — -^Q«c««-«) 
2» 2cdJ \ a I n a 

r ii^^^î 2(< — Q') *y (I-Q^"-*>)(1— Q^ 

sinit 





[1i w'il * TM 
— H-(2ii-+- 1)— .1 -2Q*-«cos — H.Q'<*-*> 
2« 2m I , ^- t • a 
J(i__Q«- -n ; 



sinr 



w 



Mais, si Ton fait croître n indéfiniment^ le facteur 

a pour limite Tunité et le premier facteur peut s'écrire, en posant 
-5 P + 9'. 



g «pi- «9 g - npi+ n<f ^tn {pi - q) ^ 

or comme 

q>0, 
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si ft croit indéfiniment 

lime— « = 0, 

donc le facteur en question a pour limite pour n infini 

puisque 

Q = e " . 

Donc, pour n infini», le produit considéré aura pour limite 

i — 2Q'— * cos H Q*<*-«) 

— - — — — 00 ta 



-Q *c- *" n 



iSm\4 



On a donc en résumé, en faisant quelques réductions et tenant 
compte de la relation 

^ o 1— î2Q*"-*cos— -f-Q*<*^*^ 

(10)0. (M)=(iV-<y-'>^-''^<y-*^e *Q *e* *«' .-^^n — 



TT 1 



ou 



s, = (r -+- ^r H- 2c? -♦- i, 

Si maintenant nous changeons dans O^i (u), u en u + a> + u't, 
nous aurons, en tenant compte des formules (1) et (10), 

1-4- 20*"~* cos hO*'*'""* ' 

T . (1 — Q*") 

ou 

Sj = (a -H r + p -«- ^)- + -2(p -•- (î) -H 1. 
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En résolvant par rapport à Bc^(u), tenant compte de ce que 

ainsi que de la relation 

« == aK -♦- ptK', 

et faisant quelques réductions, on obtient 



g /|i^— ,^j-j-/3y-{«+y-«)t{;3+<J)-{a-f-y)U+y-i)g 4 q « 



(*i) ] «,,.., X ^ -^ 2Q'-* ces — + Q^t*-*» 



co 



avec, comme nous venons de le dire, 

«, = (a H- y ^ P -♦- (?)« ^ 2(P -+- e^) -♦- \. 

Après avoir obtenu ces formules, nous ferons remarquer 
d'abord que des trois nombres s, 5| et s^ il y en aura toujours 
un équivalent à 0, un équivalent à 2 et un équivalent à 3 par 
rapport au module 4; de sorte que les formules (8), (9)^ (10) 
et (11) nous donnent bien dans tous les cas le développement 
en produit des quatre fonctions 0. 

On a, en effet, 

«, = (r ^ ^)^ -^ 2(?+ 1, 

«j = (a -H p -4- 7' -+- (?)* -+- 2 (p -^ e^) -H i, 

avec la relation 

a(? — p-y = \ , 

En vertu de cette dernière relation sur les quatre quantités 
^9 P> 7> ^ *' doit y en avoir une ou deux de paires. 
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Supposons d'abord qu'il y en ait deux : 

a -¥- p -^ y -^ 6 

est pair; 

est impair, car (3 et d ne peuvent être pairs tous deux et Tun Tesi 

forcément. 

Donc 

5, ^ 5 (mod 4). 

On voit de plus que, dans ce cas. Tune des quantités s ou s^ 
est s et Tautre = 2. 

Supposons maintenant que sur les quatre quantités il y en ait 
une seule de paire : 

(a -h p -h r -*- <^)'^i, 

$2 sera donc équivalent à â si (3 et d sont tous deux impairs et 
équivalent à si Tun est pair, Tautre impair. 

Dans le premier cas Tune des quantités s ou s^ sera équiva- 
lente à 3 et Tautre à 0. 

Dans le second cas Tune sera équivalente à 3 et Tautre à 2. 

Supposons maintenant que Ton fasse 

K = û) et iK' = u'i, 
on devra prendre 

et en posant, dans ce cas, 



on aura 



q==e * , 



«ru 
^„ . , , i — 20** cos h ûf*" 

e,(ti) = sm— II :j-^ 



TT 



2K I (i — q^y 






fl,(ei)= cos — n 



U\t 



T 2K I [i— ç*") 



— 255 — 56. 



irii 

_<Ke',(o) - * K * 
t(„)==, '—Liri — 



(1 - O 



_lRe;(o) - 



TTU 



TT I (^— ç*-)« 



Remarquons maintenant que le produit 



U\t 



n(i — 9«-) 



est convergent^ puisque par hypothèse la partie réelle est posi- 
tive dans le rapport i^, nous pourrons donc séparer ce produit 
de Tautre et poser 

?(q)=9 — — i 

n (i — 7*")* 
Nous aurons alors les quatre formules 

(12). . . 05(w) = î>(?)n h ^ 29*"-*cos — -♦- q'^-'^j , 

• / TU \ 

(43). . . (u) = î»(qf)n ( i — 29*-*cos— -+- qf*««"-«M , 

-v— TU » f nU \ 

(14). . . i^u)==Wq'Aq)cos—n\i+iq*'cos— + q*"j, 

4 — TU ^ f TU \ 

(15). . . fl.(i/) = 2l/9?(9)sin— n^i-2î'-cos-+9*'»). 

La valeur de <f(q) peut aussi s'obtenir sous forme de produit 
par la méthode suivante due à Jacobi. 
On a pour 6(u) au moyen du développement en série 



nnu 



e{u) = i -4- 2 2 (— I rç^^cos —r 
XI. il 
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En comparant cette expression à la formule (13), on aura 



* nnu 



1 -f-â^ (— ^)"9"*cos— 
f(7)= 



00 / rW \ 



n(l — 27'""*cos 



Le second membre doit être indépendant de u, si Ton y faii 



itr 

successivement u = 0etM = gOna 



00 



\ -*-2 2(-i)T' * -^â^H ir? 

f(9) = - 



n(i — q^-y n(\ -^ 7'<'"-*») 

On obtient le second numérateur, en remarquant que les 
termes qui correspondent à des valeurs impaires de n sont nuls ; 
de sorte qu'il suffit de donner à n des valeurs paires, que d*ail- 
leurs, si Ton fait u = -^et n = 2n' le numérateur devient 

00 00 

1 -♦- 2 2(- irV""cosnV = i -♦- 2^ (— i)'"9'"". 



Remplaçons q par 9^, il vient 



00 

4/lfl 






d^où 

en remplaçant l'un des facteurs i — q*(u-i) p^p 
Cette expression peut se transformer; le facteur 1 — 9*" est 
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de la forme i — g*'"* ou i — ç*<'*'-*) suivant que n est pair ou 
impair» et n' variant de 1 à l'intini, on a 



n (1 — 9*") = n (1 — 9*-«'»)(i — 9*^-«)), 



D'où 



00 



n (i -- <y*(«--*)) = 1 = 1 , 

' n(i — 9*'") n(i — g**'») 



et par suite 






?{9) 


00 

n(l- 

1 


1 i 


et enfin 




9(9) ?{?*) 



n(i — 7»") n(i — g**") 

Ainsi le premier membre de cette dernière équation ne 
change pas, quand on y remplace q par q^. 

En remplaçant plusieurs fois successivement q par 9^, on a 

?(q) fiqn 



n(i — q^) n(i — g*"-»-) 

maisy quand m augmente indéfiniment, le second membre se 
réduit à (p(o), c'est-à-dire à 1 ; on a donc 

(i6) f(?) = nO-g'-) 

Des formules 

fi.(o)' «j(o)' l/Â«(o) fl.(o)»(o)' 



89 — Î58 — 

on déduit 



{il). 






00 



«n -l\t 



(i-r •) 



m ^''^VÎT^T^' 



T n(i — y*")'(i-^^'""')* 

^ ^ 2Kn(i +^ç*")'(l -?*""*)• ' 



ou 



V 






Ce résultat peut être simplifié, en effet, le facteur 1 — ç*" esi 
de la forme i — 9*" = (i — ?•") (1 -»- 9'") ou de la forme 
\ — ç»(«--*) __ ^4 — 9*""*) (1 -*- 9*"""*), suivant que n est pair ou 
impair ; on peut donc écrire 

n(i_9«") = n(i— 9'")(1 -♦- ç*")!* -7*""*)(^ -+-9-"'). 
et il en résulte 

(19). . . . y/M==n(i -H9'— )*(i— 9«-) 



X. — De la transformation du premier degré 

dans les fonctions 0. 

Nous considérons dans ce qui va suivre les périodes primitif 
ves comme étant 

2» et âcj't, 

les périodes 2K et 2tK seront alors les périodes transformées et, 
comme elles sont liées aux premières par les relations 

0) = «K -+- ^iK' 
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et que Ton a par hypothèse 

la transformation est dite du premier degré. 

Désignons par 9, 9/|, O29 ^s l^s quatre fonctions formées avec 
les constantes go et Go't. 

Nous aurons, en vertu de ce qui précède (page 56), 

(,,(«) = 2Q*f (Q)8in — n h — aQ'-cos — -+- Q*" , 

2<» I \ » / 



(20) 



1 nu « / TU \ 

e,(M) = 2Q*5.(Q)cos — nh 4-2Q'-sin — -vQ'" , 

2» I \ a I 

8(tt) = y(Q)n M — 2Q'"-'pos ^ -*- Q"'-'>| , 

00 / xU \ 

ej(u) = y (Q)n h ^ 2Q'"-*cos — -^ Q«<*-*>J , 



ou 



?^ 00 



Q = e *^ , y(Q) = n(i~Q'-). 



Si nous nous reportons maintenant aux formules (8), (9), (10), 
(11), les fonctions 6/| , 6«, 6«^, 6«, qui y figurent étant formées 
avec les constantes K et t'K', nous les désignerons par suite par 
)9i» )92i '?> '^3' ^'^ donnant dans la seconde série les mêmes indi- 
ces aux fondions qui admeltent les mêmes zéros que ceux de la 
première, de plus, la quantité 9i'(o) qui figure dans ces for- 
mules (et qui est formée avec les constantes K et t'K') est égale 

à 6/ (0, K, tk') = ^ g* (?(9))' ^" y^^^^ de la formule (15). 

Si donc nous remplaçons dans les formules (8),(9), (10),(11) 
les produits par leurs valeurs tirées des équations (20), et si 
nous posons 

^^« g^ h[q)V ^ <{p.l^.i)^') 
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Ces formules deviendront 

(2i) .... vi(«) = Ae *"' e,(«), 

(Î22) .... if,(tt) = Ae ' e "^ e,(u), 

(23) .... jf (w)= Ae '** * e *"' ô(u), 

(24) .... >f5(u)=Ac"^'*^''*^'^'^^c~"^e3(e/), 
formules où pour simplifier l'écriture nous avons posé 

lu, =2[(« — i)*p -+-a(a — i)]-+-ap, 

^, = 2f(r— i)*<^-^- rir — 1)— l] -♦- W, 

(25) { 
* //, = (a-f-r — i)(aJ-+-j3x)-+-r«(<y-*-p-+-2)— pr" 

= (a -+- r— 1) (2py -+- 1) -♦- ra (<y -^ |3 -♦- 2)— pr 
On a d'ailleurs en vertu des formules (8), (9), (10) et (11) 



(26) . . 



»/,(ii)=5, (t/,K,tK'), 
.f,(M) = 6. (»/,K,tK'), 
, (u) = ù,^ (u, K, tK'), 
^3(u) = o..fM,K,tK'), 



ou 



8 = (a -^ ^)* -+- 2|3 -+- I . 

(26) . . { Si^={r-^ dT -+- 2J -+- 1, 

«4 ^ f a -+- p -♦- r -+- (i)' -»- 2(p -»- J) -4- 1 , 

en mettant en évidence les dernières périodes pour les fonc- 
tions qui sont formées avec les constantes K et tK' pour les dis- 
tinguer de celles formées avec les dernféres périodes primitives, 
(ù et (ù'i, que nous écrivons simplement 6i(w), ^^{u)^ 9(w), 63 (w). 
Nous désignerons aussi toujours par g, k et A:' le multiplica- 
teur, le module et son complément, pour les périodes primitives 
2(i> et ^(ù'i et par ^1, k^ et k^, les mêmes quantités pour les 
périodes transformées 2K et 2tK'. 
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Les formules (17), (18) et (19) appliquées aux fonctions for- 
mées avec les périodes que nous considérons maintenant comme 
primitives (ù et on'i donneront 

(27) .... l/ï = 2»yQn(l^)', 



(28) 



(29) 



. . . V— = n(i +0*— )'(<— Q")- 



Mais on a en vertu de la première des formules (20) où Ton 
fait u = 0, après avoir au préalable divisé par u 



w _ J • 



«:(0)=-Q ?(Q)n(l-Q'")', 

OU 

^i(0) = -Q^(f(Q))' = -Q^n(i-Q'-)». 
Des formules (27), (28) et (29), on déduit 
%«%/2^ =2Q * n (i + Q«-*)* (1 -Q*--*)» (1 H- Q«-)» (1 - Q*-)» (1 -Q«-) 

=2Q* n(i-Q«<«-'»)'(i -Q*Y{i -Q'"). 

Mais 

n (1 — Q«<»-*>) (i — Q*-) = n (1 — Q'-). 

La formule obtenue plus haut pourra donc s*écrire de la 
manière suivante : 

,y/^'==!!Qin-(i-Q'")' = *;(0). 

Nous avons donc 
(30) «'i(o)=<? V -^^ • 

^ TV 
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Cette même formule appliquée aux fonctions formées avec les 
constantes K et t'K' nous donnera 

Ces deux formules vont nous servir pour obtenir une nouvelle 
expression de la constante A qui Ggure dans les formules (21), 
(22), (23) et (24). 

Si en effet nous divisons la formule (21) par u, et si nous y 
faisons ensuite u = 0, nous aurons 

,;(o)=A«;(o). 

On déduit de là 

fi (o) g 



Mais 



1% /jMî; 



* «(0) «3(0)' * V 6.(0) «(0) 

Donc 

^ ^ V 6(0)0,(0)0,(0) 

et par suite 



^ f (o) V«(0) fslo) 



Nous avons fait voir en effet que Ton a toujours 

v(u) v,(ti) if5(t*) « e(t/, K,iK') e,(u,K,iK') «5(11, K,iK'), 

puisque sur les trois nombres %, s^ ^^ ^2 » i^^^s avons montré 
qu'il y en avait toujours un équivalent à 0, un équivalent 2 et 
un équivalent à 3. 
On a d'ailleurs également toujours 

Vi(u) = ô.(u.K,iKa 
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On a donc 

^ Y/ (>f'i(o)f »(o}i*fo)h(o) » /K 
V (e:(o))N(o)».(o)„(o) V „• 

Donc, en vertu des formules (21), (22), (23) et (24), on aura 

^ ta 

et on aura en définitive 






(30) . 



^ (w)=\/--«* « *'«H 






K -Çu. -é?^ 



4 '*»^ 4eiiK 



»5(W). 



Ces formules (30) jointes aux formules (2S) et (26) résolvent 
la question de la transformation du premier degré dans les fonc- 
tions 6. Il resterait cependant à déterminer le signe à prendre 
pour le radical |/| mais nous n'aborderons pas cette question 
dans le cas général, {*) nous remarquerons seulement que 
comme on a 

K = (jw — e»'t, 

on en déduit 






(*) On la troaTerait traitée, dans un article publié par U. Hermite, dans le tome 
9* série dn Journal de LiouvUle. 
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Examinons maintenant les dilTérents cas qui peuvent se pré- 
senter dans la transformation du premier degré suivant que les 
quantités a, [3, y, S sont paires ou impaires. 

A cause de la relation (*) 

aâ — Px = i , 

il n'y a que six cas à examiner, cas qui donnent naissance aux 
six classes de transformations indiquées ci-dessous, suivant que 
a, [3, y, $ sont équivalents à zéro, ou à un, par rapport au 
module % 





a. 


P 


r 


(T 


l'hélasse . . 












i 








1 



2« classe . . . . i 1 1 

5« classe . . . . i 1 \ 

4* classe . . . . i i i 

5* classe .... 1 1 i 

6* classe .... 1 1 0. 



Soit d'ailleurs 



(A) • . • • • 






une quelconque de transformations considérées, en la combinant 
avec les transformations particulières 

(A) K = K, -♦.îK;. tK'=iK;, 

et 

(B) K = tKf, tK. ^ — Kf. 

(*) Cours d analyse de M. Jordan, t. Il, p. 4O0. 
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On obtiendra deux nouvelles transformations 



et 



Or, on voit de suite que la transformation T' appartiendra à 
la classe 1, 2, 3» 4, 5 ou 6, suivant que T appartient à la classe 
3, 4, 1» 2, 6 ou 5, et que T" appartiendra à la classe 1, 2, 3, 4, 
5, 6, suivant que T appartient à la classe 6, 5, 4, 3, 2, 1. 

II résulte de là, que toute transformation du premier degré 
peut s*obtenir en combinant à une transformation de la première 
classe une combinaison convenable des transformations particu- 
lières (A) et (B). 

Nous aurons donc à considérer d'abord les transformations de 
la première classe, puis les deux transformations particulières T' 
et T". 

Transformation de la première classe. 

Nous poserons dans ce cas 

a=:2a-^i, P = 26, r = 2c, (y = 2d-*-l. 

La relation 

aJ — pr = i, 

devient dans ce cas 

4(arf — 6c) -^^ 2(a -*. rf) = 0, 

condition qui exige que a -+- d soit pair, et par suite a et d de 
même parité. 



! 
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Les formules (26) donnent dans ce cas 

s = [2(o 4- 6) -♦. 1]» -^ 4fc -♦- i =2 (mod 4), 

«4 = [2(c-*-d)-*-i]'-4-4d-4-2-*- \ =0 (mod 4), 

«, = 4(a -^ 6 -^ c ^ rf -^ 1)» ^ 2 [2(6 -4- d) -4- 1] -♦- i =3 (mod. k) 

De sorte que Ton a au moyen des formules (25) 

,f,(tt) = «,(ii, K, iK'), 
f.(w) = fi.(«, K, iK'), 
,,(tt) = e(u, K, tK'), 
V3 («) == ô» (w, K, iK'). 

On a ensuite, formules (2S), 

^ -2[4o\26-»-(2a-f-l).2o]-»-26(2a-^^i)=2(2a-^2a6-»-6)(mod8), 

p, = 2[(2c.-l)*(2rf-*-i)-l-*-2c(2c-1)]+2c(2d-*-i)=2(2d-»-2cd-c)(mod8), 

/*,=:(2o-^-2c)[86c-»-l]H-2c(2a + i)(2a-4-26-4-3)— 46c=2a (mod 8), 

à cause de a + d pair. 
Des formules 

on déduit d'ailleurs, ainsi que nous Pavons fait, 

K = db — Bai, 
d'où 



v/ï_xai;î', 



c'est-à-dire ici 



vl-v^ 



G 
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les formules (30) donnent donc, en tenant compte de ce que 

a + d est pair, 

c( = 2n — a, 






(31) ' 



«,(«, K, iK')=\/ ^(- l^e • '"»t{u).e 

9 («, K, tK') = V -(- *)'•« ' •(«)•« "^ ■■ 

^ a 



brriu* 



«,(«,K,iK') = \/-« «"'«.(uj.e »»» 



On a de plus 

'^*' 9,(0, K,iK') ^ ' 9,(0) ^ ' 

*' 9, (0, K, iK') ^ ' 9, (o) ^ ' 

o; ^o. K. tK') 9. (0. K. ÏK') _ , »'< (gKM _ (_ I v.^ 

^' "^ 9 (0, K, iK') 9.(0, K, tK') "" ^ ' 9 (0) 9,(0) "" ^ 

Si l'on passe maintenant aux fonctions sn, en et dn,' on aura 



\ 9,(u,K,iK') , .1 «,(u) ,,>.,> 
snfo.ti ik.l= 11-1_J 1=>(— 11' i— =(—!)* sn(fltt), 

rtJ t» ^ /^9.( t«,K,tK') •/*^«.(«) ^„, . 

dn(,.«.t.)= V/*'. ^-i^-^-j^ = V/*' ^= dn(,«). 

Passons maintenant à la transformation (A) ; on devra faire 

w = K -♦- t'K', cj't = iK', 
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c'esl-à-dire 

Les formules (26) donnent ici 



« ^ D, 

VI (m) = ô, (ti, K, tK'), 
fî (u) = Ô3 (w, K, iK'), 
)/ (u) = (u, K, iK'), 
V5(ti) = a,{u,K,iK'), 



De sorte que 



(33) 



on a ensuite, formules (25), 
puis 



v/î-v/.-=^. 



et enfin, par les formules (30) et (33), 



(34) . . 



8,(M,K,iK')=\/-«*e ^«.(«), 

▼ fi) 

»,(«,K,fK')=\/-< '""«.{«), 

^ ta 

e (ti,K,iK') = y -c*c *«'^ô(u), 

/k y^w* 

e, («, K, .-K') = V - " '^<»{«)- 
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On déduit de là 

^_ i.(o, K, tKQ ^ 6.(0) ^ l 

,- _ S(o, K. JK') _ ^-:. B(o] _ -^ «(0)^,(0) _ -^./W 

' 9,(0, K,iK') S,(0) 6,(0)9,(0) V fc' 

^ flUo, K,tK')fl3(o, K, tK ') ^ 9;(o)a,(o) ^ 9;(o)9.(o) ^) __ 

^' 9,(0, K, .K') « (0, K, .-K') 9(0)93(0) 9,(0)9(0) 9Î(o) ^' 

Si l'on passe maintenant aux fonctions sn, en et dn, on a 

I 9.(», K, »K') ^-9,(«) 

8n(Q|U, Kl) = r-r = y k — - = Ksnau, 

v/ifc:«(«.ït.«K) »(«) ^ 

«K^ ) /1.x *AM«^MK) ./jtMu) ^ 

dn(5.«, A.) = I/A-. .^^^K^-K,) = V ï ■^-^'^9u. 

Passons enfln à la transformation (B); on devra faire 

û, = tK', «'i= — K, 
c'est-à-dire 

Les formules (26) donnent 

s = 0, 



De sorte que 






(56) 



ensuite 



v.(î/) = d,(ii,K,tK'), 
V, (M) = (î/, K, tK'), 

V3(w)=«3(w,K,tK'), 



▼ « ▼ « T y 



7i, 
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il vient donc par lapplication des formules (30), en remarquant 
que 

4û}K = — 4w«'t, 



(57). . . . 



u 
»(M,K,tK')= V -«*""'»«("). 



»,(«, K, tK') = \/- 

'^ fi) 

63(u,K,iK')=\/~c*«"'93(ll). 

û) 



On en déduit 



9^ 



' »,(o,K.tK') «,(0) 

a; (0. K, tK') <,(o, K. tK') _ . flUo) i,{o) 
«,(0, K,.-K') 8 (o, K, »K') ~* t,(o) i (0) 



=tg. 



Passant ensuite aux fonctions sn, en et dn, on a 



sn{j,M,t,) 



1 «,(«.K.fK') 



m 



K*;* («.K.«K')'°°i/jp«,(M) 

cn(ç,. «, k,) = \/^ M!iKlJ'^= \ /*;ii!i) L. 

^ *,Mw.K.«K') V k'o^u)~ en gu 
dn(y. «. t.) = V/«^?^j;| = l/^Mîll 

« (m, k, iK') 9, (tt) 



'' k'»t(u)' e (m) cnyu* 
II nous reste à dire encore quelques mots sur cette dernière 
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72 



transformation, qui donne naissance aux fonctions désignées dans 
le traité de MM. Briot et Bouquet, sous le nom de fonctions ». 
On donne à ces fonctions » les mômes indices qu'à nos fonc- 
tions )7, c'est-à-dire que chaque fonction » a le même indice 
que la fonction 8, qui admet les mêmes zéros. 

On a donc 

&,(ti) = if,(u) = e,(i/,K,îK'), 

&* (u) = if,(ti) = (w. K, iK'), 
& (u) = V (u) == e,(ii, K, iK'), 
&3M=V5(«) = e3(ii,K,ÏK'). 
De sorte que les formules obtenues plus haut peuvent s'écrire 

&(U) ^ &, (II) ^ », (u) ^ »s (>/) _ .p ^^ 

u) iôi (u) e, (u) «5 (u) ^ w 



(39) 



é(u) 
On déduit de là 



I i a.(ti) 



m 



V/Î«*{w)' 



en 9 






dn gu = l/fc 



k d (u) 



1 ^ l'O 

On a d'ailleurs^ à cause des développements connus des fonctions 

e,(ii.K,fK'), Oi(u.K,tK'), 6(ti.K,iK'), 63(11, K, iK'). 



en posant 






3r,(tl)=i -t-â^ P" C0S-;^i 



»,(w) = 4 +22(-1)''P' 



fl Ttl 



cos 



«'t 



(**) 



&(ii) = 22p 



fVV (2n— i)îrM 
^ ^ cos — 

2(1) I 



». («) — 2 2 (- ir'P^ * ^ «ri ^—^-77 



i)TÎI 



XI. 



48 
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il suffit pour obtenir ces développements de remarquer que Ion 

a, puisque irî 

K = — «'t 

et 

iK' = «, 

diaprés les formules écrites plus haut 

&5 (W) = ^3 (m. — » t, »)» 

», (tt) = e (w, — «'t, «), 

& (tt) = dj (m, Oî't, tf), 

&, (m) = 0, (il, — «'i, «). 

On aura aussi pour les développements en produits, d après 
les mêmes formules, en posant toujours 

où, comme nous l'avons dit, p=e "' 

f » / TM \ 

j ^,(t*) « y(p)n I -H 2p*"-« cos— -4-p«<«"-*M, 

4 \ « t / 

« / TU \ 

^, (m) = y(p) n i —V""' cos — H- »•<*-*> , 
t \ « t / 

\ & (u) = 2 l/pf (p)cos-V. n I -+- 2p'"cos — -f-p*" , 
&,(t<)== — 2V/py(p) sm— ni — 2p»- cos— H- p*-. 

20) t 1 \ 6) t / 

I 

On déduit d'ailleurs de là et des formules (39) et (29) 



(48) 
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formules qui, lorsque g> et u' sont réels, donnent le développe- 
ment des fonctions elliptiques sous forme de séries ou de pro- 
duits dépendant des fonctions hyperboliques, séries et produits 
d autant plus convergents, que K est plus voisin de 1, puisque 
pour K = l û)'=|m = oo. Les séries procédant suivant les 
puissances de Q convergent-elles d'autant plus vite que K est 
plus petit; on voit par là Futilité de ces deux formes de dévelop- 
pements, puisque les premiers convergent d'autant plus vite que 
les seconds convergent plus lentement, et réciproquement. 

Pour le cas qui nous occupe, il n*y a pas d ambiguïté sur le 
signe avec lequel on doit prendre le radical dans les formules 
(37). En effet, si (ù et &>' sont réels p est réel et plus petit que 1, 
aussi bien que Q. Or, si nous considérons la dernière des for- 
mules (37), il résulte des développements en produit que »3(o) 
aussi bien que 63 (0) seront réels et positifs ; il faut donc 
prendre le radical avec le signe + lorsque (ù et (ù' sont réels. 
Mais Ton sait que la partie réelle du rapport ^ est toujours 
positive et ne devient jamais nulle; il en résulte que la partie 
réelle de |/^' ne peut aussi jamais devenir nulle (*) ; on en con- 
clut que cette partie réelle devant être prise positivement dans 
le cas où (ù et gd' sont réelles et ne devenant jamais nulle, il en 
sera de même dans le cas général. On devra toujours prendre le 
signe de |/^ de façon que sa partie réelle soit positive. 

En appliquant plusieurs fois de suite les transformations (A) 
et (B), on obtiendrait pour le carré du module k^ les valeurs 
suivantes j^, 1 — A*, îttâï» ~ïï~> jfeïzrr 5 <^^ci explique les relations 
que nous avons trouvé exister entre les racines qui donnent le 
module en fonction de g^ et g^ dans Tétude des fonctions p(u), 
puisque cette fonction n*est pas changée par une transformation 
du premier degré. 



(') Car paisque le rapport — a sa partie réelle toujours positive, cela veut dire que si 
l'on pose ^ =r /»(cos f-^-i sin f) on a toujours J > f ^ — j. mais alors \^——P* 

(cos , -♦- isin ,) et l'on aj> î>— t°" ^"♦"T 5^ i ^ ^ — j et dans ces deux 
intervalles cos ^ ne saurait devenir égal à zéro. 
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XI. — De la rnuUiplicalion de l'argument dans les 

fonctions p(u). 

Considérons la fonction de u 

p (w) — p (v\ 

elle admet les zéros u = t;etti = — vct Tinfini double n <=» 0, 
on a donc 

<r{u — v) <r(«/ -+- v) 



p(ti) — p(v)=A 



r«(«) 



OÙ A est une constante. Mais le premier terme du développement 
de p(u) suivant les puissances ascendantes de u étant ^ et celui 
de (t(u) étant u on doit avoir 

donc : 

posons maintenant 

OÙ n est un nombre entier positif, la formule (1) où nous rempla- 
çons t; par nu devient 

p(nv) = p{u) — -^ ^ ; ^, 

ou en passant aux fonctions i^ 

^,-i(t/)*.+i(w) 



(3) . . . . p(nM)=:p(i/)- 



^: {«) 



Considérons maintenant la fonction définie par la formule (â), 
on peut aussi la définir par la formule 



K(w) =,..,„, 
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où 

a étant une constante quelconque, car le facteur exponentiel 
disparaît dans le rapport. 

Si en pariiculier le multiplicateur est égal à 1, on aura 






où F(ii) est le numérateur de sn(;2t«) exprimé en fonction ration- 
nelle de sni/, cntf, dnti. 

La fonction v//„(ti) est uniforme et doublement périodique aux 
périodes 2K et ^/K', elle n'a qu'un infini ti ^ multiple d*ordre 
n« — 1 et n«— 1 zéros distincts u=— H- 2^^^', m et m' 
étant deux entiers qui ne sont pas nuls à la fois. 

Passons maintenant au calcul des fonctions \/;.; pour cela nous 
avons besoin d'une formule relative aux fonctions G que nous 
allons d^abord établir. 

Considérons la fonction de z 

A9i{z -4- ty -4- fl -4- 6) 0, {z — y) -♦- B9, (z -♦- a; -♦- a -f- 6) fl, (a — x) 

e, {z -♦- a) flj (Z -h 6) 

elle est doublement périodique aux périodes 2K et 2/K' et a les 
infinis z = — a et z = — 6. Si maintenant on pose 

Ao,(y + 6) 9i(y -♦- a) -♦- BO|(x -♦- 6) 0|(x -*- a) = 0, 

le numérateur sera aussi nul pour z = — a et z=s — 6 et la 
fonction qui est doublement périodique ne devenant plus infinie 
se réduira à une constante, mais comme on n'a qu'une relation 
entre les constantes A et B on pourra encore disposer de Tune 
d'elle de Façon que la valeur constante de la fonction soit égale 
à l'unité. 

En faisant alors z = x ci ensuite z^^y on aura 

o,(x-4-a)e,{x-*-6) eï(y -i- a)«i(y + 6) 

A = — : : ■» u== 



fli(x-*-i/ -*- o -*- 6) Oi (x — y) $^{x -•- y -♦- o -*- 6) 0|(jy — x) 
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et en égalant la fonction considérée à Tunité on aura une équa- 
tion qui en chassant les dénominateurs pourra s'écrire : 

»i (x -4- a) $i{x -*- 6) 9i{z -*- y -^ a -i- 6) Oi (y — 2) 
-^ Bi{y -^ a) 9i{y -*- b) Bi{z -¥- X -¥- a -¥- h) 6| (z — x) 
-H 9,(jr -f- o) éi{z -*- 6) 61 (x -♦- y -H a -♦- 6) ô, (x — y) =■ 0. 

Faisons maintenant dans cette formule 

a = 6 = o, X e= ai/, ysai9(i, z ^y , 

On aura 

eî(aii) ô|[(3-i-r) u] «i[(p-y)M]+ ««(pti) d,[(r + a)ii] «4 (r — «)« J 

-*- flî(ru) S^[{a -h p)u] Ôi[(a — p)u] = 0. 

Cette formule subsistera si Ton remplace 9|(iiiti) par ^. (*), 
car on a, en vertu d'une remarque faite plus haut, 

__o,(wiu)e;(o)"*-* 

*""' Mtîp 

et 

disparaîtra comme facteur commun. 
Nous aurons donc 

Nous remarquerons maintenant que Ion a d abord 

puis, en vertu des formules (1) et (2), on aura 

*«= — -- = hm — = — p (tt), 

^(w)* L ^(v — w) J^. 



(*) En écriyant pour simplifier l'écriture ^^ au lieu de f^ (u). 
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78. 



faisons ensuite dans la formule (5) 



4 



a = n, p=aBn-4-i, y sss {^ 



nous aurons 



(6) 



'f'tiH-i *^ 'f'.+i'fl — K-i^ln-if 



puis 

^ • • • 
il viendra 
(7) . . . 



fi — i, p = n-t-l, r=»^» 



♦fii= -7 ['/'Î4l^"-« — 'f'n+W'Ll]. 



formulas qui permettent de calculer assez simplement, de proche 
en proche, les fonctions \lf. 

Il faut remarquer toutefois que ces formules ne sont appli- 
cables que pour n > 4 ; on doit donc obtenir directement «^5 et v/;4. 

Voici comment on peut y arriver en suivant la voie donnée 
par M. Simon {*). 

L*équation qui nous a servi à détinir la fonction (t(u) {**) 



p{u) 



donne 



p{nu) = 






(PX'a(nu) 



t^M.i 



n'rfti 



On aura donc 



p(nti) — p(ti) = 



— i 



du" 



n Journal de CreUe, t. LXXXI. 
(••) i'^ partie, page 49. 



i 
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C'est-à-dire 

p(««)_p(«)=---^^=^— ^r— 

L^équation (3) donnera donc 

(8) ♦.-iP,.+i = -('P„'f'«— *2)- 



Si nous tenons compte des équations 

et si nous faisons d'abord n «= 2 dans la relation (8), nous aurons 

*5 = W-Jp"V 
puis, en faisant dans (8) n = 3, il viendra 

Mais 

^i = 3p'» -*. 6;)p>" - i p'y " = 3p'*, 

puisque 

p' =i2pp', 

delà 

Donc enfin 

*4 = P'(P'* - f bP"). 

Les valeurs de v/;,, v/;,, «^^ étant connus en fonction depip^p", 
les formules (C) et (7) permettront de calculer de proche en 
proche toutes les fonctions de v/;. 

On peut donner aussi à Icxprcssion de A»n tine forme remar- 
quable due à M. Kicpcrt et que nous allons faire connaître 
maintenant. 
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Nous aurons besoin de deux propriétés des déterminants dont 
je crois utile de rappeler la démonstration. 
1*» On a 



(9) P = 



1, 


1, 




... 1 


«i, 


a , 




. . . a„ 


«M 


• 


• 


• 


. « 

_ «1—1 
«1 . 


• 


• 

1 


• • 



(a* ^!)(«3— «l) .-. («n — «l) 

(«5 ««)•-.(«„— «i) 



= 



K— «—i) 



En effet, le déterminant est une fonction rationnelle et entière 
des quantités a^, a^, ... a, et il s^annule lorsque deux de ces quan- 
tités deviennent égales entre elles; il est par suite divisible par 
le produit 

(a, — «i), .. , (a„ — a, _ i). 

De plus, le déterminant comme le produit sont du degré "^"~'^ 
par rapport aux quantités aj, a,, ... a., donc le quotient du déter- 
minant par le produit est un nombre indépendant de a^, «2, ... a^, 
mais ce quotient est Tunité, comme on le reconnaît par la com- 
paraison du premier terme du déterminant (celui de la diago- 
nale) avec le premier terme du produit (celui formé par le 
produit des premiers termes de chaque facteur). 

Mais on aura de môme 



(10) P- 



1. 


u 






.. i 


«n 


«î' 






'" «« 


«i(ai -«- lJ5 


««,{«« -♦- 1), 






- ««(«» -^ ^) 


a, (a, -4- 1 ) {a, -♦- î2). 


««(«1 -^ ^) («i 


-H 


2), 


••• ««K-^- ^)(*« 



2) 



a,(a| ^1^..(a,-^n — 2), a,(a,-H^) .. (aî-4-« — 2),...a„(a„-4- 1)...(a„-*-n — 2) 



Car ce dernier déterminant se déduit du précédent, en ajou- 
tant à chaque ligne une ou plusieurs autres multipliées par des 
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nombres déterminés, ce qui, comme on sait, ne change en rien 
le déterminant. 

Désignant, ainsi qu*on le fait souvent, le produit 1, % ... n par 
n! considérons le déterminant 



S! 3! 
3!4! 



11! 

(n -H i)\ 



nlin-^iy. (2n— 2)1 



Ce déterminant pourra s'écrire de la manière suivante : 



(il) A-=[2!3!..n!] 



4, 


i, 


... 1 


3, 


4, 


. . n -♦- i 


3.4, 


4.5, 


..(n-f.i)(n-*- 2) 





3.4...fi,4.3..(n-4-1),...(w-*-i)(w-+-2)...(2n— 2) 



Si dans le déterminant (10) nous remplaçons n par n — 1 
et si nous faisons 



! 



(i2) . . ai ass 3, aj = 4, ... a,_j = » -4- I, 

ce déterminant devient précisément le déterminant qui figure 
dans le second membre de Téquation (11). Ce dernier détermi- 
nant est donc égal au produit P donné par la formule (9) où 
Ton remplacera n parn — 1 et où Ton donnera à a^, at, ... a,_| 
les valeurs (12), il est donc égal à 



(n-2)!(n — 3)î ...2! 



et Ton a enfin 



ou 



A = [2! 3! ... n!][2!3î ... (n — 2)l], 
A = [213: ... (n- 1)1]*». 
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Ces résultats obtenus, soit : 

" ' a{u)<r(v) 

on aura 

f{u -^ 2tK') = c*«-^'-*»'V(t<), 
où nous posons pour simplifier récriture 

g étant le multiplicateur, car on a avec ces notations, en vertu 
des relations établies précédemment (*), 

a(u -4- 2iK')=: — c«<-+''^'>'''(r(M). 
De plus, la relation connue 





.(/MJ'K- 


.JK') = 


"^2 




devient ici 












niK' — 


v'K = 


ri 

2 




Supposons maintenant 










2xK + 2^tK' 
n 


, M? 


2Aif 


H-2f*v' 
n 



où ^ et |x peuvent recevoir les valeurs 0, 1,2, ... n — 1, mais 
ne doivent pas être nuls en même temps. 
On a alors 

2u?K — 2ifr == ^ (1,'K — ifiK') = — — tti, 

n n 

2ii7tK' — 2v'r = — (iK'v — v'K) «= — «-i, 

n n 



n Première partie, page 60. 



1 
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il en résulte 






■ 




•^r 


< 


»i« 



/"(u + âRJ^e " /'(il), /•(!< H- 2iK' = e • f{u), 

f(ti) n'a donc pas les périodes 2K et 2iK', mais il se reproduit 
multiplié par une racine n* de Punité lorsque Ton augmente u 
de Tune de ces périodes, il en résulte que f*(u) admet les pé- 
riodes 2K et 2iK'. Gomme d'ailleurs f\u) admet pour ti «= 
un infini d'ordre n de multiplicité et n'admet pas d'autre infini 
dans le parallélogramme, on aura en appliquant le théorème de 
M. Hermite, où Ton introduit les fonctions (7(u)au lieu des fonc- 
tions H(ti) (substitution que nous avons fait voir être permise) (*), 

ff' lu) (t' (u) 

/'»(u) = A,-*.A,D.-44-4-... ^ D;-»A„-i^ 

(f (m) a (u) 

car ici, puisqu'il n'y a qu'un infini dans le parallélogramme, le 
résidu correspondant est nul. 
Mais ceci peut s'écrire 

/«(m) c=ro, -h ihpiu) -f- csp' (m) ••• -*- a„p^""*H«)- 

Nous avons là n coefficients a|, a^, ..., a», que nous détermi- 
nons en exprimant que f*^(u) est nul ainsi que ses n — 1 pre- 
mières dérivées pour w -= v. 

Nous aurons ainsi 

«1 -^ a^ {v) -f- a^p (1?) ... H- ay ■ *> [v) = 0, 
a^p'{v) -*- a^p'\v) ... Hh ap^* *»(w) = 0, 



La première de ces équations détermine a^ , les autres forment 
un système de n — 1 équations linéaires homogènes avec n — 1 



C) Première partie, page 5S. 
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inconnues, par suite, le déterminant de ce système doit être nul 
et l'on a 

P"(»),p'». ...?"(») 



D..,(») = 



p<'-"(»)p"(r),...p<«"-')(«) 



= 0. 



Si dans ce déterminant nous remplaçons v par la variable u, 
alors D,_,(u) sera une fonction entière de p(tt) et p'(v), puisque 
les dérivées suivantes s'expriment au moyen de p(u) et p'(u) 
par les relations connues 

p"{tt) = 6p'(tt) - - g„ p"'(tt) = 1 2p(«)p'(«), etc. 

Si l'on change u en — u, les dérivées impaires changent de 
signe et l'on a 



D..i(— k) = 



■P' («). 
p"(«).- 

-P" («). 



P" (w)- 
p"'(«)... 

P" («) .. 



=(-ir 



•p' («). p" (M) .. 

p" (u), p"»... 
P»,P"(m)... 



n — 1 



n — 2 



OÙ m = — j- pour n impair el wi = — j— pour n pair (*). 
Mais on déduit de là 



D..i{-ii) = (-1) 



n-l 



p" («). p"'(«). 

p"'(tt),p"(u). 



• a • • 



= (-ir*D._,(ti), 



p(u) étant pair e(p'(u) impair, il en résuite que pour n Impair 



n On passe du premier détermmaDt au second en multipliant les lignes de rang pair 
par — i. 



85. 



— 284 — 



On .i(u) 6st fonction de p(u) seul et que pour n pair c'est une 
fonction entière de p(u) multipliée par p'(u) (car p'\u) s'exprime 
rationnellement au moyen dep{u)); pour déterminer le degré de 
cette fraction cherchons le premier terme du développement de 
D«_i(u) suivant les puissances ascendantes de u, nous l'obtien- 
drons en remplaçant dans le déterminant chaque fonction par le 
premier terme de son développement. Nous aurons ainsi (le 
premier terme du développement de p(u) étant ^) 



2 ! w^ 5 ! Il'*, 
3!u^, -4! 11-^, 






En faisant les mêmes transformations que nous avons faites 
pour trouver la valeur de D«_|( — u) en fonction de D,_i(u) 
on verra que ce déterminant est égal à 



(- 1)-* 



2!u-», 3!u-*, 
5 ! Il-*, 4 1 !/-». 



... nlu-""-' 

...(n -i-i)!ii— « 



n! M-"-*, (w -♦- 1)! i/-'*, ... (2« — 2)! «-*"+* 



Dans ce déterminant l'élément qui est à la rencontre de la 
a* ligne horizontale et de la (3' colonne verticale est 

mais comme dans le déterminant développé chaque terme com- 
prend un élément de chaque ligne et de chaque colonne, il en 
résulte que l'exposant de u dans chaque terme est 

= _-,j(n— I) - (/i— 1)= — n* -f- i. 
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Il résulte de là que le premier terme du développement du 
déterminant D._i(ti) est par suite 



(^r-*) 



21 51 
3! 4! 



. ni 



u-"*+* = (-.ir-*«[2!3!...(w — i)!]«ii-*"+*, 



iil(n-t-1)l...(2w — -.)l| 



en vertu de ce que nous avons fait voir plus haut. Le 
développement de p (w) commence par u~*, celui de p'(u) 
par 2u~'. Donc D..|(ti) est pour n impair une fonction entière 
de degré ^^-^ de p(u) et pour n pair une fonction entière de 



n«-4 



p(ti) de degré —^ multipliée par p'(ii). 

Le degré de cette fonction coïncide exactement avec le nombre 
des valeurs de p(u) pour lesquelles elle doit être nulle. Car 
D, _i(u) doit èlre nul pour les n' — 1 valeurs 



ti = v = 



2>K -H 2/*tK' 



n 



Si n est impair, les valeurs de v donnent deux à deux la même 
valeur de p(v), de sorte que D^_i(u) s*annule précisément 
pour^-pî valeurs de p(u). 

Si, au contraire, n est pair, le facteur p'(ti) qui devient nul 
pour M =» K, tK' et K -h tK' se sépare, et le n* — 4 valeurs res- 
tantes de v donnent encore deux à deux la même valeur de p(v), 
et cela fait les ^^^-^ valeurs de p(ti) pour lesquelles D,_4(ti) de- 
vient égal à zéro. 

Mais la fonction doublement périodique 



^n (W) = 



(nu) 



devient, elle aussi, égale à zéro pour les n* 

données par la formule 

2aK -♦- 2f*iK' 



— 1 valeurs de u 



u = v^= 



n 
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où X et fx reçoivent les valeurs 0, 1 , 2^ ..., n — 1 , mais ne doivent 
pas être nuls en même temps. D*ailleurs, ces deux fonctions 
doublement périodiques d'ordre n* — 1, D^^i(m) et ^X^') admel- 
lent l'une et l'autre un inûni d'ordre n^ — 1 pour u=a 0, elles 
ne diiïèrent donc que par une constante. Mais le développe- 
ment de \hj(ti) suivant les puissances ascendantes de u commence 
par nu'"**^\ celui de D,_,(u) commence par 



(— 1)- •nf2!5! ...(il — 1 )!)'«-*+•. 



on a donc 



KM 



(-ir'D._.(M) 



ou 



^-(w) = 



(- ir* 



[2î5!...(n — 1)!]* 
P' (î'). P" (w). 



[2! 3! ..(n — 1)!]' 



i(» i) 



(u) 



...;i"(t/) 



p<- •)(!/), p*"»(u)..p<'"-»'(ti) 



c'est la formule que nous avions en vue et qui est due k 
M. Kiepcrt. 



XII. — Équation aux dérivées partielles à laquelle satisfait 

la fonction c (m). 



On a (*) 



0) 



-/- 



dp 



Vkp^ — 3»p — 35 



on en déduit d'abord 



(2) 



du 



= V/ V — gf,p — gfs . 



(*) Ed écrivant p au lieu de p'u) pour simplifier récriture. 
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En différentiant l'équation (1), d'abord par rapport à y„ on a 

- r\ prfp(4p' - 5.P - 5,)" * -- ' % .. 

ou à cause de l'équation (2) 

\du] 
et en différentiant cette équation par rapport au 



\ p dp Xdg^ dul 



2 /c/;;^' (/tt du 

OU enfin 



= 0, 






du 2 /i/p\* 






en différentiant ensuite la même équation (1) par rapport à jfj, on 
a sembiablement 



J 2 /*-.» 



dp \ dp 

^ (V -StP — gif l/4p' — îtP — flr, ''s» 
ou à cause de l'équation (2) 

./ 2/rfpy \dg,-dur 
\dul 

en différentiant par rapport à u, on en déduit 

\rf.(jf. rf«/ ^ 1 i 
du 2/dp\'' 

XL 19 
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Des équations (3) et (i) on tire 



^*du\dgt'du} ^*du\dg,'dul (dp]* 



Mais d'autre part 






du I dp 1 *- ^ '- '" du* (dpy 

du 



(S) 



on a d*ailleurs 



Donc 



_«V-,.p-«,., _-6p«--,.. 



iip - (6p - ff,) - ^ - 3p -^-, 

du* du* 



on a donc 

'«^'d4(|=S)"»'â(|=^)=-'^-^5!;f^l 

intégrons en remarquant que 

'*' '' s?" 

on a 

df/s * du dgi ' du du dp 

dH 

mais la constante d*intégration est nulle ; en effet, le premier 
membre est nul pour u = 0, car le développement de p suivant 
les puissances ascendantes detine contient qu*une puissance néga- 
tive et le terme correspondant est 1l~'^ ce terme ne contenant ni 
9sf ni ^3, disparait dans la differentiation par rapport à ces quan- 
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iitéset au lieu de celap'(ti) a un infini triple pour u=sO. Dans le 
second membre tl^ ==s ^ et ^^T?* sont des fonctions im- 
paires de u qui ne peuvent donc contenir de termes constants 
dans leur développement suivant les puissances ascendantes de 
tty on doit donc avoir C «=» 0. 
Par suite, en multipliant par p'(u), 

dp . dp dj^ffiu) dp 
MaiSy à cause de la relation 

en tenant aussi compte de (S) et de ce que Ton a 

d«' l du / " du d«' ■*" \ du* I' 



d'où l'on lire 



dU») dp 5 d' Id^'jn))* 

du du ^ 2 du* \ du I ' 



réquation (6) peut s'écrire 



En intégrant deux fois cette équation on a 



C|U-I- C H — 



Mais 



<«)■••• m 



dfoiu)y d'fcju) i d'aju) 

du* c{u) du* 
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et, de plus, on voit de suite que les constantes G et Cf sont 
nulles, en remarquant qu*en dehors de C^ti -f- G les deux 
membres sont des fonctions paires qui ne contiennent pas de 
terme constant dans leur développement. Il suffit pour s'en con- 
vaincre de se rappeler que ci (u) est de la forme 

(y(u)«=M -f- au^ -*- ••• 

« 

On a donc, en tenant compte de ce fait ainsi que de Téquation (8) 
et multipliant par a (ti), 

(P<t(u) d(j(u) 2 , d<7(u) I , , , 

^ du^ dgt 3 rfjfs 1:2 

Cette équation (9) peut servir très simplement pour calculer 
les termes successifs du développement de a (u). 
Posons 



"* .5 . ^« .5 ^n^ 



tn-fl 



a{u) = Oott -4- — tt* -♦- — u' -f •• 



5Î 5! (2n H- i )! 

égalons maintenant dans les deux membres de (9) les coeiB- 
cients de ti*"~', en supposant que Ion ait remplacé dans (9) (r{u) 
par son développement, nous aurons 

da^.i 2 ,rfa«_j i (2n— 1)! 
(iO) a„«i2s3-^H.-sî-^--^.^j^-3^ 

ce qui peut s'écrire 

,o do.-, 2 ,rfa._. (n- <)(2n-i) _ 

sachant que Ton a 

ao = i ûi = 0. 

On déduit de là 
et ainsi de suite. 
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GHELONE (BRYOCHfiLYS) WATEREETNII, v.a Be» 



PAR 

l'abbé C SMETS 

docteur en sciences, 
'professeur au Collège épiscopal de Hasselt. 



La première découverte de tortues fossiles de l'étage rupélien 
de la Basse-Belgique date de 1842. Bn celte année, M. de Koninck, 
noire illustre compatriote, en faisait part à TAcadémie royale de 
Belgique dans les termes suivants (^) : 

« Depuis longtemps, on connaît Texistence de carapaces de 
tortues dans les terrains tertiaires des environs de Bruxelles... Je 
viens, à mon tour, de constater la présence d'animaux semblables 
dans Targile de Basele. Malheureusement leur état ne permet pas 
d'en déterminer rigoureusement, ni le genre, ni l'espèce. Cette 
découverte a été faite par M. l'abbé Waterkeyn, professeur de 
géologie et de minéralogie à FUniversicé catholique de Louvain, 
dans la collection duquel se trouvent les pièces uniques que nous 
ayons pu consulter et que nous connaissions. » 

En 1871, M. Van Beneden (3), faisant la revision des reptiles 
fossiles découverts jusqu'à cette date en Belgique, crée, d'après 
les pièces de M. Waterkeyn et d'après d'autres postérieurement 
découvertes, le genre et l'espèce nouveaux : Bryochelys Water- 
keynii, « Sous ce nom, dit-il, nous désignons une tortue de l'ar- 
gile rupélienne, dont les premiers débris ont été découverts par 
feu notre collègue Waterkeyn. Dans ces derniers temps, le doc- 
teur Van Raemdonk a recueilli, dans la même argile, des os de 



(*) L. DE KONINCK, Bulletin» de rAccidimie royale des sciences, etc., de Belgique, 
t. X, ^r* partie, p. 32. 
(S) Van Beneden, Bulletins de l'Académie royale de Belgique, t. XXXI, p. i% i87i. 
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la carapace et des membres qui nous font supposer qu'ils se rap- 
portent à un genre nouveau. Les plaques costales présententi à 
leur surface interne, des expansions foliacées qui les font ressem- 
bler à une mousse pétriGée. G*est de là que nous avons pris le 
nom de Bryochelys. » 

Dans Tarticle (') Paléontologie des vertébrés de la Patria Bel- 
gtca, rilluslre professeur de Louvain rappelle encore cette « char- 
mante petite tortue du rupclien ». 

Enfin, dans une notice préliminaire (^), nous avons énuméré 
les Chehniidœ de cet étage. 

Dans plusieurs collections publiques et particulières de la 
Belgique, on rencontre des restes indéterminés de fossiles rupé- 
liens appartenant à des Cheloniidœ. Il est donc opportun de faire 
connaître les pièces sur lesquelles ont été établies les espèces 
nouvelles, afin de provoquer une étude et une description com- 
plète de ces intéressants reptiles. 

Gomme nous lavons déjà dit, nous avons à notre disposition, 
grâce à la générosité et à la bienveillance de M. Van Beneden, 
les pièces découvertes par M. Tabbé Waterkeyn, par M. le doc- 
teur Van Raemdonk, outre plusieurs autres ossements, recueillis 
postérieurement par M. Van Beneden. 

Nous attribuons au Bryochelys Waterkeynii de M. Van Bene- 
den : 

Quatre neurapophyses, dont deux sont encore soudées aux 
écailles neurales. 

Un corps de vertèbre dorsale, 

Un fragment de coracoïde, 

La partie supérieure d'un humérus, 

Un cubitus. 

Des fragments de phalanges. 

Un ilion. 

Un pubis, 



(I) Patria Belgica, lr« partie, p. 375. 

(*) Smets , Les Tortues rupiliennes (Annales de la Société scŒNTinQUB m 
Bruxelles, iO« année, i8ai-4886, p. i%. 
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Deux fémurs , 
Un tibia. 

Deux écailles vertébrales. 

Plusieurs écailles costales et des portions libres de côtes. 
Des portions d*écailles marginales. 
Un xiphiplastron. 

Nous ferons la description des restes de cet animai avant de 
considérer la place qui lui revient dans le cadre zoologique. 

••«eriptIoB des ossements. 

Neorapophyses. — Comme dans tous les chéloniens, et notam- 
ment dans leslCheloniidœ, les neurapophyses sont fort grêles à 
leurs extrémités ; le canal rachidien, étroit aux deux bouls de 
la pièce, se dilalejconsidérablement au milieu. 

Les apophyses épineuses sont peu épaisses avant de se dilater 
pour se souder aux pièces de Texosquelette. 

Dans les'unes, les surfaces articulaires pour les côtes sont plus 
longues que hautes, ailleurs c*est Tinverse; elles sont grossière- 
ment triangulaires, mais leurs bords sont courbes et leur con- 
tour fait Teffet d'un périmètre de triangle sphérique isocèle. 

Dimensions moyennes : longueur, 40 millimètres; largeur, 
18 millimètres. 

VEnTÉBRE DORSALE. — Scs deux extrémités ont le même 
volume; nous Taltribuons au milieu de la région. Comme sur 
le corps des vertèbres dorsales s*appuient deux demi-neurapo- 
physes, le canal rachidien est dilaté aux deux extrémités du 
corps de la vertèbre et rétréci au milieu. 

En rapport avec la dilatation et le rétrécissement du canal 
rachidien, les deux extrémités sont fortement dilatées et le centre 
notablement contracté. Cette vertèbre se distingue du même os 
de Chelone Van Benedenii et de Chelyopsis lUtoreus en ce que, 
à sa base, sur la ligne médiane, elle est presque carénée, tandis 
que dans les deux autres espèces elle est arrondie. Ce dernier 
caractère a son importance, puisqu'il permet de conclure que 
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celte vertèbre appartient A un animal adulte et ne peut par con- 
séquent être attribuée à un jeune individu des deux espèces 
précédentes, dont le même os est considérablement plus volu- 
mineux : les crêtes et les arêtes vives des os sont plus pronon- 
cées dans l'animal adulte que dans ceux d'un âge moins avancé. 
La surface intérieure et latérale de cet os porte des stries très 
fines et délicates que l'on retrouve à peu près sur toutes les par- 
lies osseuses intactes de cette tortue. 

Dimension : longueur, 40 millimètres; largeur maxima, 
23 millimètres ; au milieu elle n'est que de 1 millimètres. 




CoRAcoïDE (6g. I). — Nous ne possédons du coracoide que 
l'ektrémiié inférieure, encore brisée 
sur l'un de ses bords ; mais il présente 
un haut intérêt en ce qu'il indique 
des allinités étroites de celte espèce 
avec les Ckeloniidœ actuelles. 

Le bord latéral conservé est rec- 
't liligne; l'os s'élargit insent^iblement 
< vers son extrémité inférieure; celle-ci 
ne possède pas de prolongement an- 
térieur, comme dans les Testudo,- 
Emys, Chelydra, etc. L'une des faces 
est plane, l'autre, finement striée par 
des bgnes longitudinales, offre une dépression médiane à côté 
de laquelle I os s épaissit pour s'amincir de nouveau vers le bord. 
L'extrémité inférieure, formant un arc de cercle, est creusée 
d'une rainure dans laquelle s'insérait le cartilage qui se continuait 
avec la bande fibro-cariilagineuse (<), s'élendant dans les chélo- 
niens depuis le coracoide jusqu'au précoracoïde. Cette gouttière 
indique que la membrane devait s'étendre sur toute la base du 
caracoîde, comme dans les tortues marines. 

Dimensions : longuenr, 55 millimètres; largeur (à la base, 
après restauration), 40 millimètres. 



— 293 — 5. 

HuKËRDS GAUCHE. — Cet 09 v$t brisé en dessous de l'ecto- 
tubérosilé; le développement de l'apophyse œédiale, dépassant la 
léte de l'humérus, rappelle les tortues marines. Un cartilage con- 
tinu recouvrait la léte, lento- et IVctolubérosilé et le sommet de 
la créie deltoïde. Cette fusion de la petite tubérosilé avec la crête 
deltoïde ne se retrouve ni dans Vh. Van Benedenii, ni dans 
Chelyopsit littoreus. Il est vrai,ce peut être un caraciére de jeune 
âge; cependant, sur un humérus d'une jeune Ch. Mydas, nous 
ne retrouvons pas cette fusion. Les insertions musculaires sont 
nettement indiquées; il y a donc identiié presque complète de 
cet os avec l'humérus des Cheloniidœ. 

Nous attribuons à l'os complet une longueur de 8 à 9 cenii- 
mèlres. 

Cubitus ottoiT (fig. 11). — Cet os, tordu sur son axe, est égale- 
ment analogue su même os des Cheloniidœ 
actuelles. Son extrémiié humérale présente une 
surface articulaire bien nette pour l'eclocondyle ; 
comme c'est In régie dans les tortues terrestres, 
le bord extérieur se relève au-dessus de la surface 
articulaire pour tendre k la formation d'une apo- 
physe oléeranienne. 

L'extrémité carpienne convexe présente doux 
facettes articulaires, l'une externe, pour l'u/nnire, 
l'autre pour Vintermedittm (<). Ces deux os du 
carpe devaient rester sensiblement à la même 
hauteur, ce qui indique encore la parenté avec 
les Cheloniidœ. Ailleurs {Teitudo, Emys, Chelydra, etc.)- Yinter- 
médium s'élève sensiblement au-dessus de Vulnaire et la base 
du cubitus se ressent de ce déplacement des os du carpe. 

Longueur : S3 millimètres. 

Phalanges. — Notre collection ne renferme aucune phalange 
complète; les pièces que nous possédons de la main attesientdes 
doigts grêles et allongés. 



l Dr CitlL Gecembàdui, Op.ell., Carpai und Tariui, Ub. Il, Sf. 1,3, 3. l.«ipzig, 1864. 



Ilion droit (fig. II!). — Comparé avec le môme os d'une jeune 
Ch. Mydas, l'ilion de celle tortue offre les res* 
semblances les plus frappantes : une cavité coiy- 
loïde [bien prononcée, la surface sulur&le pu- 
bienne très grande, la surface suturnle ischia- 
tique assez réduile. La face exierne vers l'exiré- 
mité proximale est plane, ce qui différencie cei 
os de l'ilion de Ch. Van Bmedenii. L'exlrémiié 
proximale csi ainsi étendue dans le sens sntéro- 
postérieur, tandis que celle de l'ilion des autres 
Chélonées de cei étage offre, h peu près, la même 
s les deux sens. 

A l'eKtrémiié distale, l'os se lord pour s'appuyer, par sa face 
externe, sur les écailles costales, et par l'iiiiemp, sur les eilcs 
sacrées. 

Longueur : 41 millimètres. 




Pubis «aijche (fig. IV). — Incomplet. La face dorsale du pubis 
est presque plane, on observe k peine l'émi- 
nence qui, dans Ch. Mydas, prend son origine 
au bord inierne de la surfnce suturale pour 
l'ischion ei traverse obliquement l'os sur toiiie 
son étendue. Le bord externe est courbe et se 
développe seulement en largeur au delà du mi- 
lieu de la longueur de l'os. 

La face ventrale est d'abord convexe en son 
milieu et elle devient concave vers rexirémilé 

Longueur : 45 millimètres. 




Fémur. — Deux fémurs ont été rencontrés dans l'étage rupé- 
lien, l'un (fig. V), avec les ossements de Bryochelyt, » 6S milli- 
mèires de long; l'autre, de 80 millimèires, a été rencontré sépa- 
rément. 

L'un et l'autre ont la lèle fortement rélrécJe, en sorte que leur 
coupe donnerait une ellipse allongée; ils ne présenienl qu'une 



seule dîfTérence, en ce que la (é(e du second est projetée ptus eu 
dehors el que son aie est moins incliné sur la diaphyse que dans 
le premier. 

Le grand Irochanler dépasse à peine la léle du fémur ; les deux 
Irochanters sont nettement séparés l'un de 
l'autre. A l'extrémité dislale, l'eciocondyle est 
plus développé que l'eniocondyle. 

Dans les tortues marines, comme dans les 
cétacés, où les membres ne jouissent pas de 
mouvements étendus ei servent principalement 
à la netaiion, il est très dlfïicile de saisir les 
différences existant entre les os des membres 
de deux espèces voisines, ei, à moins de les 
trouver en place, on ne peut souvent les attri- 
buer que dubitativement h une espèce déter- 
minée. Il n'est pas impossible que le grand 
fémur appartienne à Chelone Van BenedenH ; 
sa dimension ne s'accorde guère avec la taille de l'espèce que 
nous décrivons. 




Fi(. y. 



Tibia (fig. VI). — Son extrémité proximale a presque, en 
volume, le double de l'cxirémiié distale. Elle offre, 
au bord externe, une facette articulaire concave bien 
nette. La face externe de la diaphyse est convexe et 
lisse, la face interne concave présente au tiers de sa 
longueur une échancrure assez allongée, dont nous 
ne voyons rien d'analogue dans les autres chéloniens. 

L'extrémité distale a conservé la facette articulaire 
transversale pour Vastragalo-centrale ('), complète- 
ment analogue à celle de Ch. Mydoi. 

Dimension : 50 millimètres. 



D'Cahl GeGENBADEH, Unltriuehaagen lur vtrgleiehendm Analomie 
«, Carput und Tartat, ub. V, Hg. % Leipiig, 1864. 



Emuqueletle. 



Écailles vertébrales. — Une seule est presque complète; la 
neurapopliyse y est soudée; elle a la forme hexagonale que l'on 
retrouve dans un grand nombre de tortues, notamment daus les 
Chelomidœ. Sa largeur est en rapport avec la largeur des pièces 
cosiales. Vers son extrémité, elle est traversée par un sillon assez 
profond; celait donc très probablement la cinquième de la série. 

Les pièces vertébrales sont légèrement bombées' sur la ligne 
médiane. 

La cinquième (?) a i6 millimètres de loug; sa plus grande 
largeur est de 33 millimètres; son épaisseur de 5. 

Pbeiiiëre écaille costale droite (fig. VII). — Cette pièce doit 
prendre le premier rang, 
parce qu'elle présente, au 
devant de la côte soudée i 
l'exosquelelte, la Irace do 
la soudure de In première 
côte dorsale. De plus, sa 
face dorsale porte un sillon 
supérieur limiiant deux 
plaques cornées vertébrales 
et deux sillons divei^nts, 
séparant les plaques cos- 
tales des plaques verté- 
brales, L'ande de ces deux 
Fig. vit. .„ ° , 

sillons est Ires obtus. 

A la face ventrale, la pièce s'abaisse ei s'amincit au bord ver- 
tébral, comme on l'observe dans plusieurs Chélonée» et surtout 
dans les Trionychida. 

La côte fait saillie et rend la face ventrale de l'écaillé légère- 
ment conve\e. 

En dehors des côtes s'observe cette multitude de rides ou 
expansions foliacées, selon l'expression de M. Van Beneden, 
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régulières ou irrégulières et dont la direction est généralement 
oblrqtie sur la côle. On dirait que l'os est recouvert d'une mem- 
brane qui s'est plissée ou ridée irrégulièrement. Ln plupart de 
ces rides sont creuses. 

Dans plusieurs tortues, même dans Ckelone Van Benedenii, 
Ch. Mifdtts, etc., on observe également des stries; mais elles 
son) plus régulières, moins nombreuses et pleines. 

Néanmoins nous ne croyons pas devoir attribuer à ce caractère 
une très grande importance. Comme nous le disions, ce n'est 
pas la càte, mais l'écaillé, d'origine 
dermique, qui présente ces rides. 
Or, qui ne sait que la surface des 
os dermiques est généralement 
très irrègulière? 

Ces rides pourraient être un 
caractère de jeune âge, qui dis- 
paraîtrait particllemeni plus lard. 
linfin, durant la putréfaction de 
l'animal et durant la fossilisation, 
la table interne n'aurait-elle pas 
pu se relâcher, se soulever et se 
rider d'elle-même? 

Nous rencontrons ces rides sur 
les sept pièces dorsales que nous 
avons sous les yeux. Des décou- 
vertes ultérieures pourront déci- 
der définitivement cette question. 

Ql'ATniÉME ÉCAILLE COSTALE 

GADCHE. — Nous attribuons ce 

rang ft la pièce figui-ée (fig. VIII), 

à cause du sillon descendant de 

la face dorsale, du parallélisme '' 

de ses bords et de la position de la côte au milieu de l'os. Le 

sillon peu profond, le bord inférieur mince, dénotent un jeune 

individu. Celte écaille, comme toutes les écailles dorsales que 
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nous possédons, est concave à sa face dorsale, comme âms 
Ch. craasicoatata d'Owen (■). 

La largeur de la pièce eit de KO nnllimétres; n longnear jus- 
qu'au prolongement libre de la cAte esl de 90 millimétrés. 

La face ventrale montre la surface de la cdte arrondie, mais 
presque unie, sans rides, tandis que le restant de la pièce est 
ridé. Ce caractère est constant dans toutes les pièces costales que 
nous avons. 

La cdte de Ch. Van Benedemi s'élai^it vers la base de l'écaillé 
costale, tandis que, ici, elle conserve à peu près la même largeur. 

La forme et les dimensions de ces écailles costales indiquent 
une carapace relativemdlii étendue en largeur, peu élevée, comme 
les os du bassin le faisaient déjà prévoir. 



Écaille iiAtifiiHALE. — Une pièce marginale de la carapace 
est conservée. Le bord inférieur est tran- 
chant sur la moitié de la longueur et la 
face interne présente la trace laissée par 
une cAie. L'os a 40 millimètres de long et 
10 millimètres de haut. 

XiPHiPLASTRON (fîg. IX). — Le xiphi- 
plastron est mutilé à ses deux exirémitès. 
L'antérieure est assez épaisse, au delà l'os 
s'aplatit, mais gagne en largeur. Il est fine- 
ment strié. Ses bords, externe et interne, 
ne présentent pas de dentelures comme 
le xipliiplaslron de Ch. Van Bmedenit. 

Il n'a que të millimètres de longueur 
et sa plus grande largeur n'est que de 
13 millimètres; le même os de l'autre Ché- 
lonée est beaucoup plus volumineux. 
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Conclusion. 

Bien que le crâne et la majeure partie du plastron soient 
encore inconnus, les ossements, notamment les os des membres, 
indiquent clairement une Cheloniidœ. 

La disposition des sillons de plaques costales est identique à 
celle des Chélonées pourvues de huit paires d*écaiUes osseuses 
costales. ' 

Le xiphi plastron était droit et ne devait pas se souder à son 
correspondant sur la ligne médiane. 

Donc la tortue ne peut entrer dans aucun des genres proposés 
parCope (')• 

Les auires Chélonées appartiennent aujourd'hui soit au genre 
Cheloney Brog., soit au genre Pachyrhynchus, Dollo (^). 

En labsence du crâne, il est difficile d'établir si cette tortue 
appartient, ou non, au Pachyrhynchinœ (^). Nous avons com- 
paré les ossements que nous possédons avec les Pachyrhynchus. 
Par le coracoîde, les os des membres, de la carapace et du plas- 
tron, notre tortue de Rupelmonde se rapproche plus des Chelone, 
surtout des représentants actuels de ce genre. Elle rentre donc 
dans le genre Chelone^ â moins qu'elle ne constitue un genre 
nouveau, Bryochelys, proposé dubitativement par M. Van Bene- 
den. Nous sommes dans l'impossibilité d assigner des caractères 
génériques d'après les ossements que nous possédons. Les rides 
de ses écailles constituent, tout au plus, à notre avis, un caractère 
spécifique et, peut-être, ont-ils môme une moindre importance. 
Tout considéré, les ossements décrits s'écartent moins du type 
Chelone actuel que la plupart des Chelone fossiles décrits par 
Owen, Bell, Delfortrie, etc. Nous doutons que le genre Bryoche- 



(1) £.-D. COPE, Contributions to the History of the Vertebrata oj the Lower 
Eocène, etc^ i831 (From thb Proceed. Am. Philosoph. Society, iSSi, pp. i43 et 144). 

(*) L. Dollo, Note sur les chéloniem landéniena, 4886. (Tome IV da Bulletin du 
Muiée royal de Belgique, p. i30.} 

(S) L. Dollo, Op. cit., p. 439. 
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lys puisse être maintenu, à moins que le reste du squelette ne 
possède des caractères génériques, que rien ne fait encore sup- 
poser. 

Quant h la distinction spécifique de cette tortue, il est d'abord 
aisé de la différencier de Ch. Van Benedenii et de Ténorme 
Chelyopsis liltoreus, Van Ben. Ce que nous en avons dit suffit 
pour rétablir. 

Nous avons trouvé quelque affinité avec les tortues de Téocène 
de l'Angleterre, surtout avecCA.cra^«tco5/ato(^),notammentdans 
la carapace. Mais Tabsencede rides, la nature du coracoïde plus 
élargi dans cette dernière espèce, les caractères du xiphiplastron 
Ten éloignent. 

La distinction spécifique s'impose donc et cette tortue, reconnue 
d'abord par M. Van Beneden, portera le nom de Chelone {Bryo- 
chelys) Waterkeynii, Van Ben. 



(*) OwcN and Bell, Monograph on the fossil reptUia of the London-Clay. London, 
i849, p.27ettab.Xletxn. 
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CHELYOPSIS LITTOREUS, VanBen, 



PAR 



l*ablié G. «METS 

docteur en sciences, 
professeur au Collège épiscopal de Hasselt. 



Les ossements de la troisième tortue rupélienne, que nous 
allons décrire, ont été exhumés de Targile de Basele, par M. le 
D' Van Raemdonk, qui les avait offerts à M. Van Beneden. 

Sur ces pièces, M. Van Beneden a établi Tespèce nouvelle 
Chelyopsis littoreus, encore inédite. Nous retrouvons dans nos 
notes du cours de paléontologie, donné à TUniversité catholique 
de Louvain durant Tannée 1883-1884 : « Outre Sphargis rupe- 
liensis et Bryochelys Waterkeynii, M. le professeur a reconnu 
une troisième tortue marine dans le rupélien. Il n'en possède 
que quelques pièces; il Tappelle Chelyopsis littoreus. » 

Ce sont ces pièces que nous allons décrire. 

Nous possédons un corps de vertèbre dorsale. Si l'on avait 
trouvé cet os séparément et non pas avec une écaille costale, il 
aurait fallu l'attribuer au Sphargis rupeliensis. En effet, la des- 
cription d'une vertèbre dorsale de cet Atheca s'applique parfai- 
tement à notre os : « La vertèbre, dit M. Van Beneden (*), est 
longue de 90 millimètres et, vers le milieu du corps, elle n'a en 
hauteur que 30 millimètres. Le corps est aplati à sa face cépha- 
lique, commeà sa face caudale, de manière qu'elle est biplane... 
La face inférieure est parfaitement arrondie et le corps de la 
vertèbre est vraiment cylindrique; il n'est aucunement caréné. 
Les pédicules qui servent de base aux neurapophyses diffèrent 
beaucoup entre eux : l'antérieur occupe presque la moitié de la 



(f j îioie sur Us ossements de Sphargis trouvés dans la terre à brique du pays de 
Wass, Bulletins DE l'Acad. rot. de Belgique, 3« série, t. VI, p. 669, i883. 

XL 20 
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largeur du corps; le pédicule postérieur n'est pas aussi bien 
conservé, mais on voit cependant fort bien la diflëren^e qu'il 
présente avec le premier. » 

Mais si nous comparons les vertèbres dorsales des Athecœ et 
des Cheloniidœ, nous constatons : 1° que dans les premiers le 
volume du corps est à peu près le même à Tcxtrémité antérieure 
et à Pextrémité postérieure (0 ; ^ que les pédicules sur lesquels 
' s'appuient les neurapophyses sont plus élevés dans les Cheh- 
niidœ que dans les Athecœ; en d'autres termes, dans les Che- 
loniidœ le canal rachidien est formé en grande partie par le 
corps de la vertèbre, tandis que dans les Athecœ le corps de la 
vertèbre ne forme que la base du canal neural (^); 3" que dans 
les Athecœ aussi bien que dans les Cheloniidœ le corpç de la 
vertèbre peut être arrondi ou caréné à sa face inférieure. Ainsi, 
dans Protosphargis veronensis, le corps est caréné ('), tandis 
qu'il est arrondi dans le Sphargis coriacea (^). 

L'extrémité céphalique de la vertèbre que nous décrivons est 
beaucoup plus volumineuse que l'extrémité caudale; le canal 
neural est creusé profondément dans la vertèbre ; nous pouvons 
donc attribuer cette vertèbre à Chelyopsis littoretis, avec les 
ossements duquel elle avait été trouvée. 

A la description citée de M. Van Beneden, nous n'avons qu*ft 
ajouter que le canal rachidien est étroit et relativement peu 
élargi aux deux extrémités de la pièce. 

Humérus (fig. I). — Avec certitude, nous ne possédons de 
l'humérus de cette espèce que l'extrémité proximale, encore 
l'apophyse médiale a-t-elle été enlevée. Il est plus volumineux que 
le même os de Ch. Van Benedenii; le grand axe de la tète atteint 
34 millimètres. L'apophyse latérale, moins oblique que dans la 



(*) Ck9ii.UKii,Hchelonio Veronese, etc^ Reale Academia dei Limcei, anno CCLXXXI» 
4883-1884, tav. III et lav. V, fig. 3 et 4. — Paul Gervais, Osléologie du Sphargis Luth, 
Nouvelles archives du Muséum, t. VIU, pi. VI, fig. I. 

(«) Capellinii, Ibid., tav. V, fig. 4, et Paul Gervais, Ibid., pi. VI, fig. 7. 

(S) Capellinii, Op, cu., tav. V, fig. 3. 

(*) Paul Gervais, Op. cU., pi. VI, fig 7. 
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Chélanée de Van BeaedcD, est séparée de la crélc deltoïde par 
une dépressioQ longitudinale, tandis que dans 
la Chélonée prémentionnée, elle en est séparée 
par une fossette. Toutes les insertions muscu- 
laires sont nellement indiquées. 

Dans la collection de M. Van Beneden, nous 
avons rencontré un autre humérus (fig. II), qui 
a perdu la téie, mais qui, dans tes parties com* 
munes, noianimenl dans l'ento-tubérosité, la. 
crête deltoïde, l'échancrure qui les sépare, est 
complètement identique à l'humérus tencontré 

avec les autres débris. Il atteint 1S '/i centimètres de largeur; 

il appartient à un animal non encore complètement adulte, car 

le canal ectépicondylien vient à peine de 

se fermer. L'échancrure qui y conduit, 

sur la face postaxiale, est plus large que 

dans Chelone Van Benedettii. Il est pins 

aplati que celui de cette dernière espèce, 

son extrémité dislale atteint 6 centimètres 

et la base en est moins oblique sur l'axe 

longitudinal de l'os; l'ectépicondyle ne 

dépasse qac faiblement l'épieondyte, les 

fossettes suscondyliennes sont nettement 

indiquées; l'os a une trochlée véritable de 

13 millimètres de largeur. 

Ilioh. -^ Le volumineux ilion (fig. 111) 
est corrodé sur toutes ses faces, la pyrite 
a fait éclater toute la partie superficielle 
de l'os. Il a 173 millimètres de long; son 
extrémité proximale a une épaisseur de 
Sa millimètres; on y observe h peine les 
trois facettes, pour le fémur, l'ischion et le pubis. Au delà de 
l'extrémité proximale l'os perd insensiblement de volume; cl il 
s'aplatit en se rejetant en arrière; l'extrémité distale était encore 
recouverte par du cartilage. 




Cet os volumîneui n'est pas saos avoir quelque affinité avec 
l'ilion des Àthecœ (■). 



Écaille costale. — Nous n'en possédons qu'un fragment de peu 
d'importance; c'est une partie d'une écaille costale. La o6le ne 
fait pas saillie à la face ventrale de l'écaillé. 

L'épaisseur de cette écaille est de 3 centimètres, k peu près 
dans toute son étendue. 

L'humérus montre les affinités 
de Chelyopsis littoreus avec les 
Cheloniidœ, J'écaille montre que 
cette tortue ne peut appartenir 
aux Àthecœ, malgré les affinités 
de l'iliôn avec celui des représen- 
tants de ce sous-ordre ; néanmoins 
cet os, bien considéré, se rap- 
proche de celui des Cheloniidœ. 
Dans réocène de Y Angleterre 
toutes' les Chélonées sont de petite 
taille comparativement à celle-ci; 
Chelone Waterkeynii est bien leur 
représentant dans le nipélien, les 
deux autres Chélonées sont jÀus 
grandes, 

La taille de Chelyopsis littoreus 
ne dilTérait pas sensiblement de 
celle de Ch. Gerundicà (<), Delf. 
En comparant ta dimension du eorps de la vertèbre dorsale 
et de l'ilion avec celle des mêmes os de Ch. Mydas, nous trou- 
vons les rapports suivants, en représentant par 1 la dimension 
des os d'une chélonée des temps actuels, que nous possédons. 




Fig. m. 



(■) f ADL Gervais, op. cit., pi. VII, flg. 8, el CAPELLin, Proloipharglt v 
isb. VI, âg. 1. 
(<) DELFonTniE, Z,ei ckilontena du Kiocènt ttipérteiir de la Glrondi (ACTES Dl 

SociËTt unhéhine de BoHDEAin, i. XXVIl, pl. %U et suivantes.) 



— 307 — 5. 

Ch, mydas, Ch. lUtoreus. 

Vertèbre 4 2.68 

Oion i 4.S5 

Quelle serait la cause de cette disproportion ? 

Les dimensions de Tilion sont en rapport a) avec la taille 
de ranimai, 6) avec la convexité ou la hauteur de la carapace. 

II est donc très probable que Chelyopsis littoreus avait une 
carapace fortement bombée, ce qui rendrait aussi compte de 
l'épaisseur considérable des écailles; il est reconnu que dans les 
tortues les carapaces sont d'autant plus solides qu'elles sont plus 
convexes. 

Ainsi, de même que dans Téocène de l'Angleterre on ren- 
contre des espèces avec des carapaces plus ou moins aplaties, et 
d'autres avec des carapaces très convexes, de même l'argile 
rupélienne présenterait ces deux formes. 

En donnant le nom spécifique de littoreus à cette espèce, 
M. Van Beneden voulait, sans doute, exprimer les habitudes 
littorales de lanimal. L'étude des. ossements confirme cette 
opinion du célèbre naturaliste. 

Les pièces que nous possédons indiquent que c'était néanmoins 
une tortue marine; mais, en attendant des ossements plus 
complets et plus nombreux, nous ne pouvons que faire des 
conjectures, plus ou moins probables, sur sa place zoologique, 
sur sa distinction générique et spécifique. 

L'impression de ce travail était déjà commencée, quand 
M. Delheid, de Bruxelles, nous a confié l'étude des nombreux 
restes de tortues rupéliennes, qu'il possède dans sa belle collection. 
Nous espérons publier prochainement une monographie complète 
de ces animaux. 
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NOTICES PALÉONTOLOGIQUES 



PAR* 



l'abbé G. 9HET9 

docteur en sciences, 
professeur au Collège épiscopal de Hasselt. 



M. Delheid, de Bruxelles, qui se plait à l'étude des fossiles de 
la Belgique, nous a chargé, sur la recommandation de notre 
illustre maître, M. le professeur P.-J. Van Beneden, de faire 
connaître les reptiles fossiles inédits de la riche collection qu*il 
est parvenu à former. 

Nous le prions d^agréer, pour son dévouement à la science, 
Texpression de la gratitude des naturalistes et les remerciments 
de celui à qui il a bien voulu con6er la description de ces riches 
matériaux. 

Cette collection fournira de précieux renseignements sur la 
distribution géologique de plusieurs fossiles, elle permettra de 
compléter la diagnose des quelques espèces, encore mal 
connues, enfin elle fournira quelques animaux nouveaux è la 
science. 

I 

Palœophis typhœus, Owen (*). 

Une intéressante vertèbre a été trouvée dans le terrain laeke- 
nien, à Tavenue Coghen (Uccle). Elle est procœlique; sa lon- 
gueur est de 24 millimètres, sa hauteur de 26 et sa largeur de 
22 millimètres. 

La surface céphalique mutilée ne présente plus qu'une partie 
de la cavité articulaire et des zygapophyses. Les neurapophyses, 
au-dessus du canal neural, se prolongent en un zygosphène par 

(*) Paieontographical Society : Report. OF London CUT, p. S6. 
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fàitement développé. L'apophyse épineuse est brisée; la vertèbre 
portait une crête ventrale, enlevée aujourd'hui, et d'après ce qui 
en reste, on peut voir que cette crête se terminait en un tuber- 
cule. La tête articulaire est presque hémisphérique; les postzy- 
gapophyses sont fortement développées et le zygantrum est très 
bien marqué. 

A ces caractères, on reconnaît une vertèbre d'Ophidien. Les 
serpents fossiles sont rares : dans Téocène de la Belgique, on a 
rencontré des vertèbres, figurées par Burtin (*), des dent^ et 
des vertèbres signalées par Morren ('), et des vertèbres conser- 
vées dans la collection du major Le Hon (^), Les premières et les 
dernières ont été attribuées au Palœophis typhceus, Owen. Nous 
ignorons où se trouvent actuellement les pièces étudiées par 
M. Charles Morren. Tous ces restes sortent du terrain bruxel- 
lien. On a trouvé également quelques restes du même animal 
dans le laekenien, gravier de la base (^). 

Les caractères de la vertèbre concordent suflisamment avec 
ceux du Palœophis typhœus, pour que nods croyions devoir la 
lui attribuer. 

Ce serpent aurait donc existé durant les époques où se dépo- 
saient ces assises géologiques; la vertèbre n'est pas roulée, et on 
ne peut songer à un remaniement. 

II 

Trionyx bruxelliensù, Winkler. 

Les terrains bruxelliens ont donné à la faune chélonienne 
fossile : 
Emys CamperU Gray (*) («=3 E, Cuvieri^ Galeotti (*)). 



(M Bdbtik, Oryctographie de Bruxelleg, pi. XI, fig. i.% K et H. 
(') MoRBER, Revue syttématique det nouvelie» découvertes d'oMemenifJoMiles.Gznà, 
4838, p. 96. 
(S) Vaji BEltEDEM, Patria belgica. Paléontologie de» vertébré*^ 1 1, p. 374. 
(^) Dixon, The geoL ovafoss, oj ihe lert,, etc., oJSutaex, p. 906^ iSSO. 
(S) Gbat, Synopuit réptilium, p. 33. 
(*) Galeotti, Mémoire sur la constitution géognosttque de la province de Brabant, 

1837, p. 44. (MÉMOIRES CODBORNÊS DE L* ACADÉMIE BOTALK DE BeIXIQUE, t. XII ) 
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Trionyx bruxelliensis, Winkler (*). 

CheUme indéterminée, de Borre (^). 

Triùnyx ('), nouveau (?), indéterminé, id. 

Pseudotrionyx Delheidii, Dollo (*). 

La collection de M. Delheid contient une partie notable d*une 
carapace de tortue, exhumée du bruxellicn à Melsbroek, en 
1875. Ces restes consistent : 

A. En une portion de carapace, vue par la face ventrale et 
conservant : 

1. Les plaques costales gauches, 2 à 8 inclus. 
% Les plaques costales droites, 6, 7 et 8. 
3. Les plaques neurales, 2 à 7 inclus. 

B. En Tempreinte de cette face ventrale, où nous voyons :. 

1. Des fragments des neurapophyses, 2-7. 

2. L*impression des costales, 2-8. 

3. Quelques fragments décotes. 

Les côtes sont peu saillantes à la face ventrale des pièces cos- 
tales. 

La pièce neurale 2 touche à G^ et C. 

— 3 — C3 et très peu à C*. 

— 4 — . C*etC5. 

— 5 — C»etC6. 

— 6 — C6. 

_ 7 _ C«etC7. 

Enfin les costales, C^ et C^, se réunissent sur la ligne 
médiane. 

Des sutures, situées au point de jonction des costales, 7 et 8, 
semblent indiquer qu'il a existé une pièce neurale 8, refoulée à 



(•) Winkler, Des tortues fossilts conservées dans le musée Teyler, Harlem, 4860, 
p. i35, pi. XXIX et XXX. 

(*) De Borre, Bulletins de l'Académie royale de Belgique, S> |érie, t. XXVH, 4869, 
P.4S5. 

(S) De Borre, ibid,, p. 4â6. 

(^ Dollo, Bulletin du Musée royal d'histoire naturelle, U IV, 1886, p. 91 
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Tintérieur de la boite osseuse, par le développement des pièces 
costales. 

Les pièces costales sont un peu plus larges à leur bord mar- 
ginal qu'au bord vertébral ; les costales 8 ont une forme gros- 
sièrement triangulaire. 

Deux costales brisées et détachées de la pierre permettent de 
voir Tornementation de la face supérieure. Cette ornementation 
consiste en une multitude de petites cavités, ou fossettes, arron- 
dies, parfois confluentes deux à deux : vers le milieu de la lon- 
gueur de la pièce costale, ces fossettes varioliques s'alignent en 
arc de cercle, à convexité tournée vers le bord marginal; elles 
se fusionnent davantage et leurs sillons deviennent plus ou 
moins parallèles au bord, comme cela a lieu dans la plupart des 
Potamites, hormis Trionyx aquitanictM, Delfortrie ('). 

Il ne suffit plus, comme on le faisait jadis, de déduire de 
Texistence de Tornementation de la carapace la nature pota- 
inique d'un animal. Nous connaissons aujourd'hui plusieurs 
tortues à carapace vermiculée, telles que les Àpholidernys 
(Pomel) (*), Anostira (Leidy) (»), Pseudotrionyx (Dollo) (*), 
qui ne sont pas des potamites. 

Mais la carapace de la collection de M. Delheid appartient 
incontestablement à un Trionychida, comme le démontrent : 

a) Son disque aplati. 

6) L'absence de sus-caudales. 

c) La forme et la disposition des pièces costales et verté- 
brales. 

Elle est bien distincte de Pseudotrionyx de Meisbroek par la 
nature des vermiculations, la forme des pièces vertébrales, l'ab- 
sence de sus-caudale, etc. 

Nous avions cru d'abord ne pouvoir l'identifier avec J. bruxel- 



(*) Delfortrie, Les Chéloniens du miocène inférieur de la Gironde, (ACTES DE là 

SOClÉTt LINÉElfNE DE fiORDEAUX, t XXVII, 4* livr., p. SO.) 

(*) Pomel. Bull. unlv. de Genève, 4847. Archives, t. IV, p. 938. 
(>) Leidt, Contributions to the exHnct vertebrate fauna ofthe Western Territories, 
pi. XVI. 
(«) Dollo, op. cit. 
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liensis, Winkler, mais devoir Tattribuer k une autre potamiie 
signalée par M. de Borre ('), dans les termes suivants : « La 
figure 7 représente un fragment de pièce dorsale provenant 
d*Etterbeek et<lont la granulation de la face supérieure indique 
évidemment une tortue de la famille des potamites. Comparée 
avec le type du Trionyx bruxelliensis, Winkler, elle offre des 
granulations assez différentes pour qu'il me semble impossible de 
ridentifier avec cette espèce; les aspérités sont plus petites, plus 
serrées, plus pointues, tandis que celles du T. bruxelliensis sont 
plus mamelonnées, plus espacées, presque vermiculées. Je serais 
plus tenté de comparer celles de mon fragment à la carapace 
chagrinée du Cryptopus granosus, Schœpf, des Indes orientales 
qu'à celle d'un Trionyx genuin. » 

Dans la carapace du Trionyx bruxelliensis, du musée de 
Bruxelles, étudiée par Winkler, les pièces costales sont comme 
usées, rabotées à leur face dorsale. La table externe avec ses 
vermiculations est presque entièrenient enlevée; il ne reste plus 
que quelques granulations ou sillons varioliques vers le bord 
marginal des pièces. Néanmoins nous avons encore observé quel- 
ques fossettes (non figurées par Winkler) analogues à celles de 
la pièce de M. de Borre et à celles de la carapace que nous 
décrivons. Il me semble aussi que le bord marginal de la pièce 
costale de M. de Borre était enlevé. Gomme les granulations ne 
sont pas identiques sur toute la surface de la carapace, et que 
nous observons, dans la carapace de la collection de M. Delbeid, 
des fossettes petites, arrondies vers le bord vertébral, qui se 
disposent en arc de cercle et se fusionnent vers ce bord; comme 
de plus, les différences existantes dépendent évidemment de Page 
et de la taille des individus, Téchantillon de M. Winkler attei- 
gnant au moins 32 centimètres, le nètre à peine 13, il y a tout 
lieu d'attribuer au Trionyx bruxelliensis toutes les pièces de 
potamites exhumées du bnixellien. 

On a déjà rencontré des Trionyx avec une ornementation sem- 



(t) De BOKREp op. du p. 496. 
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blable à celle du Trionyx brtÂxelliensis; Pictet el Humberi (*) 
décrivent des pièces offrant également « des fossettes profondes, 
arrondies, disposées en lignes régulières. » 

Trionyx bruxelliensis semble avoir le plus d'affinité avec les 
Trionyx de Téocène décrits par R. Owen (*). 

Le plastron de 7. bruxelliensis est encore complètement 
inconnu, ainsi que d'autres pièces du squelette. Gomme, d'ail- 
leurs, la classification des tortues paludines repose encore sur 
des caractères secondaires et vagues dont la paléontologie ne 
peut tirer profit, il est impossible de rapprocher notre tortue 
fluviale du bruxellien d'un genre quelconque de tortues vivantes, 
du moins* avec certitude. Il est vrai, par l'ornementation de la 
carapace, aussi bien que, par la disposition et la forme des 
pièces vertébrales et costales, elle se rapproche du Cryptopus 
(=3 Emyda) granosus, comme déjà le pensait M. de Borre, 
d'après une seule pièce costale; mais jusqu'ici nous ignorons 
complètement si elle possédait, comme Emydaj des os mar- 
ginaux. • 



(>) Pictet et Huiibert, Monographie des Chéhniens de la Molasse suisse, Genève, 
4886, p. 63. 

(*) Owen ^nd Bell, Monograph on the fossil reptUia of the London clay, 4848, 
p. 4K. 
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LBS PiNINVARIANTS DBS FORHBS BINAIRBS 



PAR 



AI. Afaurloe d'OOAO^El 



En écrivant la forme biniaîre de degré n la plus générale de 
la manière suivante : 

n , n(n—i) . . 

ou, symboliquement (*), 

(x -4- oyY, 



n On est depuis longtemps dans l'habitade d'écrire symboliquemetit, sous la forme 
condensée d'une puissance de binôme, les expressions qui ne diffèrent du développement 
d'une telle puissance que parce que certains, exposants y sont remplacés soit par des 
indices de dérivation, soit par des indices d'ordre. Ainsi la formule donnant la dérivée 
niinie (l'un produit u s» ys, qui est , 

«(«) as y«(") -+. - y'*(« «) H y"a("-'> -i h î/<")«, 

1 ' I*i2 • 

s'écrit symboliquement 

fi(-)==(yH-a)''. 

Afin de prévenir toute confusion, j'ai proposé à la Société mathématique de France de 
surmonter d'un trait les lettres qui, dans l'expression développée, doivent être munies 
d'indicet de dérivation au lieu d'exposants de puissance, et de souligner d'un trait 
celles qui doivent être munies d'indices d'ordre. Ainsi la formule précédente s'écrira 

«W = (y -4- zY*. 

et la forme binaire de degré n la plus générale 

n . n[n — 1) 

1 1 .2 

sera représentée par 

{x -♦- qy)'*. 

Cette notation est simple et claire. Elle est, je crois, de nature à pénétrer dans 1 usage 
courant4 
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j*ai démontré (*) que si Ton considère Qq comme fonction 
d*une variable fictive 2; dont les dérivées successives seraient 
Gif asy.ya.y Fexpression 



(p, = af 



rfç' 



où p est un des nombres % 3, i,...»^» est un péninvariant {**) 
de la forme (x -f- ày)*. 

Ma démonstration consistait à faire voir que s'il est prouvé 
que (Pp est un péninvariant de la forme considérée, il en est de 
même de 

On aura sans doute remarqué, comme je Tai fait observer 
depuis (***), qu'il n'est nullement nécessaire de supposer p <n, 
pourvu que Ton suppose ay,^=^0 pour {x > n, ce qui revient à 
considérer Qq comme une fonction algébrique et entière de 
degré n de la variable fictive 2;, et qu'en outre, la démonstration 
peut s'appliquer à un péninvariant u;^ quelconque d'où l'opération 

que je désigne par i (w^), permet alors de déduire une infinité 
d'autres péninvariants. 

J'ai même généralisé ainsi Q^) le théorème précédent : 

5t Wp et Wq sont deux péninvariants, de degrés respectifs p et q, 
de la forme (x -f- ay)', pWpW^ — qWqWp est aussi un péninvariant 
de cette forme. 

Ce que je tiens à faire remarquer ici c'est que, malgré cette 
extension donnée à mon théorème primitif, un intérêt particulier 



(*) Annales de la Société scientifique, 1886, p. 75. 

(**) On sait que ce terme est synonime de tout-invariant et de source de covariant, 
{***) Comptes rendus de l'Académie des sciences (t. GIV, p. 961). 
(»') Ibid. 
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s'attache à la considération des n — 1 péninvarîants (p^, q^, —• 9„ 
que j'avais d'abord seulement envisagés. 

Ces n — 1 péninvariants sont, en effet, distincts et peuvent 
servir de péninvariants principaux. 

En d'autres termes, un péninvariant quelconque peut s'expri- 
mer sous forme entière au moyen de ceux-là, ce qui constitue 
une propriété d'une haute importance. 

M. R. Perrin, dont on connaît les travaux élégants sur la 
théorie des formes, et à qui j'avais communiqué cette remarque, 
Ta réduite à un degré extrême d'évidence par l'observation que 
voici : les péninvariants ep^, (P9,...,9h jouissent comme les pénin- 
variants principaux ordinaires v^, t?3, ... , v. définis, comme on sait, 
par 

,p(p-«)-(|-*-i) ^ 



Vp = Oifilp — pAiOp. 4 



pour p pair, et par 



piP-^) 



i.2i 



Ofap-t— 



i 



.-■(I) 






r. 



aot>; I — 2a4t)p.i, 



pour p impair, de cette propriété fondamentale que, dans cp,,, le 
coefficient a, n'entre qu'au premier degré multiplié par une 
puissance de Oq et par l'unité, et que a^ ne figure dans aucun 
autre cp^ où r <p; de telle sorte qu'un péninvariant quelconque 
multiplié par une puissance convenable de oq devient une 
fonction entière de cp^, cpg, ...,9., si on le désire, aussi facilement 
que dev^t Vj, ...,v«. Seulement, il faudra, en général, multiplier 
par une puissance de a^ plus élevée dans le cas des cp^ que dans 
celui des v,. 

Quoi qu'il en soit, il est très curieux de constater que le 
système des péninvariants (pstÇsi ••-•?•• P^tit servir dfi péninva- 
riants principaux au même titre que le système ordinaire des 
V2, t?3, ...,t;.. Il doit, dès lors exister des formules générales per- 
mettant de passer d'un système à l'autre, mais il semble bien 
difficile de les établir directement en raison de la discontinuité, 
selon que p est pair ou impair, de la loi de formation des v,, qui 
fait que l'on éprouve une grande difficulté à exprimer v'^ au 
moyen des v, lorsque p est impair. 
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Ces formules doivent pourtant être d*une forme remarquable 
à en juger par les suivantes qu*un calcul direct a données pour 
les six premiers indices 



Vi = <ft, 


cp, = r, ; 


V8=<Pj, 


9» = V5; 




(p4«=a;u« — 6t;î; 


cp,-*- I2(p,95 


Çb — aîi75 — i2(7si*,; 


cpe -♦- 30(p,cp4 -+- 6O9Î 


cpe ~ «0^6 — oOaîUjWi -t- 1 î20i;î; 




?7=oî«?7- 30a;(v,Vs+i'5V4H-360vîr, . 



La comparaison de ces deux séries de formules fait naître des 
remarques curieuses et tellement évidentes qu'il est inutile d*y 
insister. En voici une cependant qui nç frappç pas, comme les 
autres, dès le premier abord : 

Dans l'expression des 9^, les premiers cœfficients sont tous 
égaux à Tunité, et de même pour les t;^. 

Pour les 9,, les deuxièmes cœfficients sont : 

6 = 3.2, 12=: 4.3, 30 = 6.5, ..., 

et ce sont encore les mêmes pour les v^^ mais avec le signe — . 
Pour les (p^f les troisièmes cœfficients sont : 

1 20 = 5.4.3.2, 360 = 6.5.4.3, ... , 

et, pour les t;,, ce sont ces cœfficients divisés par 2. 

Ces diverses remarques font présager des formules générales 
fort élégantes. Il serait, nous le répétons, très intéressant de les 
découvrir, mais cela semble bien difficile. 

J'ai eu Theureuse chance, en communiquante M. R. Perrin 
mes remarques diverses sur la théorie des pénin variants, de 
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provoquer de la part de cet habile algébriste, certaines recherches 
dont il a bien voulu me communiquer les résultats, qu*il 
publiera sans doute quelque jour (*), Mais, sans attendre cette 
publication, je prendrai la liberté de citer le résultat suivant qui 
est une fort belle généralisation de mon théorème sur Texpression 
pw^w'^ — qw^w',9 rappelé plus haut 

Donnant aux signes de dérivation le sens symbolique (opé- 
ration ^) que je leur ai attribué dans mes diverses notes, et repré- 
sentant, suivant un usage reçu par ^ Topération 

à d d 

Qoj — *- Sa,-; — h 3a,—- -♦- •••, 
dut aa, aos 

M. R. Perrin démontre que 

dwT^ 

rfjf 

et il en déduit la propriété de la péninvariance pour Texpression 
représentée symboliquement par 

(pw, — qïB;f. 

Pour |jL= 1, on retombe sur mon théorème. 

Pour w^ = ÙQf on déduit du péninvariant w^ le suivant 

(w^ — paf 

Or, j'ai remarqué (**) qu'en donnant à d le sens défini plus haut 
(opération correspondant à |ui &= 1 dans Texpression ci-dessus) 
et en représentant par -^ Texpression açfli^^ — aïo,., ce qui 
entraine Xo = 0, on a 

Cette formule montre que, puisque les (w^ — paY sont des 
péninvariants, il en est de même des (tô, — Py)^' 



(*) Voir la Note additionnelle. 
('*) Comptes renduft, t. CIV, p. 964. 
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Sî, dans (pw, — 9w;,y* > on w;^ = ti;, = o^, les formations de 
rang impair s'évanouissent, celles de rang pair donnent les 
péninvariants principaux ordinaires de ran(^ pair dont nous avons 
plus haut rappelé Texpression. 

M. Perrin espère pouvoir étendre le théorème à un système 
de deux formes indépendanles, et aux réciprocants qui présen- 
tent de nombreuses analogies avec les péninvariants. Il y a là 
toute une mine de remarques intéressantes dont mon théorème 
inséré dans les Annales de Tan passé a ibdiqué le premier filon. 

Nota. — Depuis la rédactioo de celte Noie, M. Perrin a publié les résultais 
auxquels nous venons de faire allusion, ainsi que plusieurs autres fort importants 
{Comptes rendus f 18 avril et 9 mai 1887), et j'ai moi-même géuéralisé un de ses 
théorèmes (/6id., 16 mai 1887). M. Perrin a fait en outre remarquer *que la 
démonstration de mon théorème subsiste sans modification pour des péninva- 
riants relatifs à des systèmes de formes, pourvu qu*on traiie a^ , a'o , aV, — 
comme des fonctions de ç indépendantes, et il a étendu cette généralisation aux 
théorèmes qu'il avait greffés sur le mien. 

La même observation a été faite par M. J. Deruyts {Bulletin de l'Académie 
royale de Belgique, 3« série, t. XI 11, n^* 3 et t XI V, n<> 7) qui désigne par ^ mon 
opérateur -^ , et qui en a découvert un grand nombre d'élégantes propriétés. 
La notation de BA. Deruyts est d'ailleurs préférable à la mienne, celle-ci ayant déjà 
servi, dans la théorie des formes binaires, à désigner Topérateur 

d d , d 

a^ --— -♦- Sflj — -4- ••• -♦- tûi-i — — I- ••• 
doi da^ dai 

Je crois, en conséquence, que c'est la notation de M. Deruyts qui devra défini- 
tivement être conservée. 
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NOTE 



Sl'R 



LES PROPRiiTiS DU « POINT CENTRAL » 



DANS LES ACTIONS MDTDELLES DE TROIS CORPS 



PAR 



A. ClUVéTAni 



Diaprés un théorème connu de mécanique, quand trois corps 
8*altirent ou se repoussent de façon que leurs actions mutuelles 
soient égales deux k deux et de sens contraire, les résultantes 
des actions de deux quelconques des trois points sur le troisième 
passent toutes en un même point. 

Nous donnerons k ce point le nom de point central. 

Heeherehe de la p«0UI«B da polal eeatral. 

Soient les trois points m, m\ m" de masses égales respective- 
ment k m^ m', m'\ dont les coordonnées par rapport à trois axes 
fixes rectangulaires passant par un point quelconque de Tespace 
sont X, y, z; x\ y\ z'; x", y'\ z'\ 

Nous appellerons r la distance m' m" opposée au point m, de 
même r' la distance mm'\ et r**, mm\ Les forces F, F', F^ seront 
notées d'après le même système. 

De plus, le point central aura pour coordonnées X, Y, Z, et 
ses distances aux points m, m', m" seront R, R', R'\ 

Projetons sur les trois axes rectangulaires la résultante des 
actions de m* et m" sur m et ses composantes. Nous aurons 



N 
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0). • 



Sur ox 



oy 



oz 



Rcs. 



X — X 



R 



=F 



Rcs. ? 

R 

Z — » 



=F 



" r" 

„ y—y 



F' 



X ^ — X 



." 



F'?^^ ?, 



Rés. 



R 



= F 



?»/ 



z' — z 



E' 



Z"— 2 



D*où nous tirons, en éliminant par division la valeur de la 
résultante et R, les deux équations suivantes entre X, Y, Z et 
les coordonnées des trois points : 



(2) . 



Y -y F'>'(y'-y)-*-FV'(y"-y) 



X 

z 



X 

z 



F'V'(x' 
?"r'(z 



X) 



FV"(x" 
F'r"(2" 



X) 

z) 



X — X F"rV — x)-^ F'r"(x" — x) 



Nous allons en tirer deux des quantités X, Y, Z, en fonction 
de la troisième. 

Posons pour simplifier récriture 



(3) . . 
il vient 

ou bien 



a = F'V'(x' — x) -4- F'r"(x" — x), 

p = FV(y-.y)-. FVV'-y). 
y = F'y{z' — z) -4- FV"(z" — z), 



• 



Y 



X — X 
Z — « 
X—- X 



— » 

a 

r 

— > 

a 



aZ ^-yX — (az — r*)= 0. 



Si nous répétons la même série d opérations pour les deux 
autres points m\ m'\ nous obtiendrons quatre équations ana- 
logues que Ton peut déduire de celles-ci par simple permutation 
tournante. 
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En désignant par a', P', /, ck\ ^\ y" les quantités correspon 
dantes à a, P, y^ nous aurons le groupe des six équations : 



(^) . 



/Pour m 



m' 



m 



r» 



aY — 


flX - (ay — px) = 


0, 


«z - 


yX — (oz — rx) = 


0, 


«Y — 


p'X - («'y'- p'x') = 


0, 


a'Z — 


y'X — (a'z' — yV) = 


0. 


a"Y — 


P"X _(«"y"_p"x") = 


0, 


a"Z — 


y"X (a"2" y"x")— 


0. 



II. est facile de vérifier que les six équations se ramènent à 
trois distinctes, suffisantes, par conséquent, pour déterminer les 
trois coordonnées du point M. 

Prenons les trois premières équations et résolvons. 



(5). 



Pa! — aa' 



z = 



rV) 



r(a'z' — r'x') — yUz — yx) 



y'^oiZ 



y a. — ay 



Chacune de ces valeurs pourrait d^ailleurs se mettre sous deux 
formes différentes, mais conduisant au même résultat. 

Calculons les éléments des seconds membres, en remplaçant 
a, |3, y, a... par leurs valeurs, il vient, toutes simplifications 
faites^ 

^ FFV"a;"-4- FT"rx-t- F'Tr'x' 



(6) . 



FF'r"y" 



— 9 



F'F'V -f- F"Fr' 
FT'Vy-^ F'Try 



Z = 



FFV'z" 



F'F'V -+-F"Fr' 
F'F'Vz-^ F"Fr«' 



FFV -+- F'F'V -♦- F"Fr' 



En divisant haut et bas par le produit FF'F'", il vient, sous 
des formes très symétriques, 



(7) . 



X = 



Y = 



Z = 
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x"r" 


xr x'r' 


^ xr 

2, F 


F" 


' F ' F' 


r" 


• 

r r 


5 - 

^ F 


F" 


"*■ F "*" F 


y'V" 


yr yV 


y^ 


P" 


F F' 


-i F 


r" 


r r' 


5- 

^ F 


F" 


-^F -"F 


«"r" 


2r /r' 


^ zr 

2tY 




H 1 


F" 


F F' 


r" 


r r' 


5- 

-^ F 


F" 


-^F-^ ?• 



4. 



Équations que nous allons mettre sous cette forme presque 
identique à celles qui donnent les coordonnées d*un centre de 
gravité 

^2î-2f 

Telles sont les coordonnées du point central. 



He«kerehe de la ré«allaote. 

Etudions la valeur de la résultante de m' et m" sur m. Nous 
avons (éq. 1) : 

Rés i;:^ = F"î^ H- V ^^^ 



Or, X — X diaprés les valeurs trouvées (8) peut se mettre 
sous la forme 






X — x 



2.- 



— x = 



2; 



5. 
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En effectuant, 



X^x = 



r" r' x' — x x" — x 

Y* 'Y rr r r 



11 



F'F" 



y- 



De cette équation on tire immédiatement : 



r r 



. X — X 
X — j; = — — Rës— - — 
FF" R 



En supprimant le facteur commun X — x, on en tire la valeur 
de la résultante 

F'F" ^ r 



Ré< 



Telle est la valeur de la résultante de m' et m" sur m Par 
permutation tournante, on obtient immédiatement les quantités 
correspondantes pour m' et W et Ton a le système d*équations 



(9). •. 



Sur m 



m' 



m 



ff 



Rés», = 



Rés^ 



RésM/# = 



R 


F'F" 

r'r" 


5 S' 

-'F 


R' 


F'F 

r"r 




FF' 
R"^ 

rr 





Mous connaissons donc maintenant la direction et la grandeur 
do la force qui agit sur chacun des trois points. 

On peut écrire aussi les équations (9) de cette façon : 

Rës„ F _ Rës^, P Rës^., F" _ FF'F ' ^ r 



R r 



R' r' 



R 



rrV ^ F 
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Applle«ll«ofl parileHilères. 

Nous supposerons maintenant que les actions mutuelles des 
trois corps sont des fonctions des masses et des distances. 

Les équations du point central concordent avec celles du centre 
de gravité du système dans deux cas particuliers, Tun relatifè la 
loi suivant laquelle les trois corps agissent Tun sur Tautre, Tautre 
relatif à la position de ces corps. 

Comparons 

--F -« F 

-« F -^ F ^' 

l^ HYPOTHÉSB. Supposons quc la force agissant entre deux 
points soit proportionnelle au produit de leurs masses par leur 
distance, c'est-à-dire 



F 


« 


f^m m''r^ 


F' 


= 


fjLm"mr\ 


F"= 


limfn'r*\ 



En substituant dans les équations du point central, on obtient 

X2m ■= Imx, etc. 

Dans ce cas, le point central se confond avec le centre de 
gravité du système. D'autre part, la résultante a pour valeur 

Rës = fimhlm. 

C'est là un cas déjà connu et étudié sur lequel nous n avons 
pas à insister, mais dont la solution se déduit très naturellement 
de nos formules. 
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2* HYPOTHÈSE. Supposons les points aux sommets d*un triangle 
équilatëral 






La solution de ce cas a été donnée par Lagrange dans le cas 
des forces inversement proportionnelles aux carrés des distances, 
car il a démontré que dans ce cas le mouvement de deux des 
points autour du troisième est de même nature que le mouve- 
ment relatif de deux points s'attirant suivant la même loi. 

Nous allons traiter la question dans Thypothèse d*une loi 

quelconque. 

Soient donc 

F = ytcm'm"9(r), 

F' = Acm"m(p(r'), 
F"=A*iww'(p(r"). 

la fonction 9 (r) étant la même pour les trois forces. 
Alors 

^ F çA(p(r) Lm'fw" m"m mm' ] 
yxv r r X x' X " 1 

^ F fA9(r) L»n'm" m'in mm'] 

D'où, en multipliant haut et bas nos deux équations par le 
produit mm'm" 

devient 

XJSm^Zmxy etc. 

Oans ce cas, le point central coïncide encore avec le centre de 
gravité du système. 

Evaluons maintenant la résultante. 
Sur m 



Ré 



F'F" 



s -- 
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Posons 9 (r) =: r'^ p étant un nombre quelconque entier ou 

fractionnaire 

F e=/ttm'm'V, 

F' ■= iim^mr', 

F"= fimm*i*. 

Il vient alors pour Rés 

Cherchons une relation entre R et r. 

Soit g le centre de gravité de m' et m", G le centre de gravité 

du système et a» ^ les angles que fait la droite mGg avec les 

droites mm" et mm' 

R m' -♦- m" 



m^ Dm 

» 

Evaluons mg. Dans le triangle mgm" 

mg m"g 
sin 60® sin a 

D*autre part, comme g est le centre de gravité de m'm'\ 

m"g m' 



m -4- fw 



D^où 



m' sia 60' 



msf==r-: 



m -«^ tu" sina 



et 



Or 



m' sin60« 

R = r- ^ 

JLm sin a 



sinô m'a m" 

;r: = -r et p = 60--.a 



&m a m g m 
On en tire 



m" 1^3 cos a — sin « 
m' â sin ot 



9. 
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puis 



;- -♦- i j sin a = 1^5 C08 a, 



'««=^r77 



1/3 . m 



2m +• m 



f « 



1/3. m' 



sina 



2l/m"-*- m"*-*- w'm 



'-«'» 



On a donc, pour la valeur de R, 



R==r 



m' l/m'" -*- m"« -♦- mm' l/m'* -+- m'* -♦- mW 



Sm 



» =» r 



m 



Sm 



Alors 



r=:R 



£m 



l^m" H- fw'" ■>• mm 



f < f 



Et nous avons pour expression de la résultante 



Rës = /u«HR<' 



(Sm)' 



(^ 



m " -h m ' + m'm")"«" 



,•»« 



/ ##, 



Nous trouverions des valeurs analogues pour les deux autres 
résultantes. 

Si donc nous posons pour abréger récriture 



m » 



f*- 



(LmY 



K' 



K"-M 



(m'« ^ m'" -4- m'm")^ 

(m'" -*- m' ^ m"m) « 
(£m)> 

(m* -♦- m" -♦- mm*)~r 
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Les trois résultantes peuvent alors se mettre sous la forme 

très simple 

Sur m Rés = &mR^ 

m Rës = *'m'R'', 

Rés « k!'m"R"'' 



m" 



Par conséquent, quand les trois points sont constamment aux 
sommets d'un triangle équilatéral, chaque point est sollicité par 
une force dirigée vers le centre de gravité du système, propor- 
tionnelle à la masse et à une fonction donnée de sa distance à ce 
centre. Le coefficient de proportionnalité varie d*ailleurs pour 
chaque point, sauf dans le cas où les trois masses seraient 
égales. 

Ceci posé, la résolution mécanique du problème, dans 
rhypothèse qui nous occupe, devient très simple. Nous prenons 
comme origine des coordonnées le centre de gravité, et pour 
axes des axes rectangulaires en translation avec lui. Le centre 
de gravité sera fixe ou en mouvement uniforme suivant une 
ligne droite. Nous le supposerons fixe. S'il était mobile, en 
appliquant les théorèmes généraux de la dynamique, il suffirait 
de modifier Téquation du travail et des forces vives, en y iniro- 
duisant la force vive de ce point, qui est constante. 

Alors, pour étudier le mouvement du système, il suffira 
d*étudier séparément le mouvement de chacun des trois corps 
autour de Torigine, vers laquelle il serait attiré par une force 
connue. Le problème se scinde alors en trois problèmes simples, 
dont la solution ne présente plus de difficultés théoriques. 

Nous nous bornerons à ajouter que nous arriverons à des 
intégrales elliptiques dans le cas général, sauf dans les cas 



suivante : 










P=3l, 




p =3 fcm'm"r 




;» = 0, 




F — /am'm" — constante 




p = — 


2, 


F-« 




* '" r' 



Dans ces cas particuliers, les équations du mouvement 
pourront s'exprimer en termes finis. 
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ne quelque* proprlélén méeanlqaes da pelai eeatral. 



Nous avons trouvé pour coordonnées du point central 






r ^ zr 



z y 1 = ^ - 

équations analogues à celles qui donnent le centre de gravité 
du système. 

Dans quelques cas particuliers, nous avons constaté que le 
point central se confond avec le centre de gravité. Nous allons 
maintenant démontrer que Tanalogie se poursuit plus loin, et 
qu'aux équations du mouvement établies en prenant comme 
origine le centre de gravité, répondent des équations presque 
identiques de forme quand on rapporte le mouvement au point 
central. 

D*une façon générale, on a pour déterminer le mouvement des 
trois points un système de neuf équations différentielles simul- 
tanées du second ordre, qui résolvent mécaniquement le 
problème, mais qu on ne sait ni intégrer complètement, ni même 
ramènera de simples quadratures. 

On peut aussi s'adresser aux théorèmes généraux de la dyna- 
mique, en prenant comme origine d'axes mobiles le centre de 
gravité, et en supposant que ces axes se transportent parallè- 
lement aux axes fixes; car, dans ce cas, nous pouvons étudier h 
mouvement relatif autour du centre de gravité comme un mouve- 
ment absolu. 

Pour plus de simplicité, nous supposerons le centre de gravité 
fixe, ce qui ne peut que faire varier d'une quantité constante 
réquation du travail et des puissances vives. Nous désignerons 
par X, j/, z, x\ y\ z\ x", y", z" les coordonnées des trois points 
m, m', m" rapportées aux axes fixes passant au centre de gravité. 
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12. 



Nous pourrons alors poser les équations générales du 
mouvement. 

Le principe du mouvement du centre de gravité nous fournit 
les trois équations en termes finis. 



(i) 



^mx =» 0, 
Eiwy =0, 
Smz =0. 



L*application du principe des aires donne : 

iPz- d'y' 



(2) . . . 



V / (Px d'z\ 



d'y 



tPx' 



>l'rf?-î'5? -"*^- 



Ces intégrales s'intégrent immédiatement et donnent 

^ [ ffz fiy\ 



Enfin K) théorème des forces vives donne 



(3) I S'wv* == O^, 



En tout sept équations pour déterminer neuf coordonnées. 
Le problème n'est donc pas mécaniquement résolu, en faisant 
appel aux théorèmes généraux. 

Nous allons maintenant utiliser les propriétés mécaniques du 
point central M. 

Imaginons par ce point M un système d'axes mobiles, en 
translation avec le point, et toujours parallèles aux axes fixes 
passant au centre de gravité G. Appelons i,yif}i;^\^'Xji"9^"X\ 
les coordonnées des points m, m', m" rapportées aux nouveaux 
axes, et X, Y, Z celles de M par rapport aux axes passant en G. 



13. 
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Le$ formules de transformation des coordonnées donnent 



(^) . . 



X ~ ê -♦■ X, x' -= ê' -*- X , 

y = V -^ Y, y' = ly' -♦- Y, 



elc. 



Le théorème du centre de gravité donne 






d'où 



(:>) 






Celui du point central donne pour les coordonnées ayant leur 
origine de M, 



(«)• 



2*ir _ 



F 










trois équations analogues à Smx =a 0, etc. 

Nous avons donc six relations finies entre les quantités 
X, Y,Z, f, î?, 2;,etc. 

Appliquons le principe des aires en prenant forigine au 
point M. 



(7). 



\ dl dV \ dt iltl 

2"('7:-4)-(^s-f)— • 






Cela nous fournit trois autres équations différentielles simul- 
tanées du premier ordre. 

La considération du point ce:ntral va nous permettre de poser 
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U 



trois autres nouvelles équations, analogues aux équations (3) 
données plus haut. 

Dérivons en effçt deux fois le groupe des équations (4), et 
appliquons le principe fondamental de la dynamique 



my 



(Px /rf'ç rrx\ „; x-X „^ $ 

de Ue dt*l R R 



D*où le groupe d*équations 



pour m 



m 



m 



m 



(8) . 



m 



m 



de 



iPX 

«nr 

d?' 

d]Z_ 

dF~ 

,d'\ 
m —77 = 
dt* 



m 



m 



m 



Rés.l 



'm 



Ré», -. 
"R 



m 



ff 



m 



// 



"di*" 



,»f 



iTX 



r' 



m ' — :r = Rés.«-^^ 
d(* •" R*' 



Multiplions la première par )?, la deuxième par { et ainsi de 
même dans chaque système partiel, et retranchons 



(9) . . . 



de 






a 



tTï 



d«X 



df 



^-'IF^^^ 



d*,' ,tfè' d'Y ^WX 



de 



de 
d'r 



dV 



de 



"di^ ' d<' 



„,d'Y ..rf»X 
d<' ' df 



et deux autres groupes analogues pour l'axe des n et celui des |. 



I 



15. 
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Multiplions la première équation (9) par p^ la deuxième 



r'r 



par p7 , la troisième par ^j , et ajoutons 






Et en reportant aux équations (6) 



il vient 



fr 
\ - = 0, etc., 



rM-^)-"- 



En opérant de même pour les autres axes, nous aurons le 
système 

2ï(.S-'S)-»- 

Sous cette forme Tanalogie avec les équations (3) est évidente. 
Enfin réquation des forces vives donnera en désignant par 
V la vitesse du point M 

(H) Smr' -». V'Sm = O*. 

Si nous nous reportons aux groupes (1) et (6), 



et aux groupes (2) et (10), 



0, T- = 0, 



A\ 






